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Resume. 

Le modele a deux matrices a ete introduit pour etudier le modele d'Ising sur surface 
aleatoire. Depuis, le lien entre les modeles de matrices et la combinatoire de surfaces 
discretisees s'est beaucoup developpe. Cette these a pour propos d'approfondir ces 
liens et de les etendre au dela des modeles de matrices en suivant revolution de mes 
travaux de recherche. Tout d'abord, je m'attache a definir rigoureusement le modele a 
deux matrices hermitiennes formel donnant acces aux fonctions generatrices de surfaces 
discretisees portant une structure de spin. Je montre alors comment calculer, par des 
methodes de geometrie algebrique, tous les termes du developpement topologique des 
observables comme formes differentielles defmies sur une courbe algebrique associee au 
modele : la courbe spectrale. Dans un second temps, je montre comment, imitant la 
construction du modele a deux matrices, on peut definir de telles formes differentielles 
sur n'importe quelle courbe algebrique possedant de nombreuses proprietes d'inva- 
riance sous les deformations de la courbe algebrique considered. En particulier, on peut 
montrer que si cette courbe est la courbe spectrale d'un modele de matrices, ces in- 
variants reconstituent les termes des developpements topologiques des observables du 
modele. Finalement, je montre que pour un choix particulier des parametres, ces objets 
peuvent etre rendus invariants modulaires et sont solutions des equations d'anomalie 
holomorphe de la theorie de Kodaira-Spencer donnant un nouvel element vers la preuve 
de la conjecture de Dijkgraaf-Vafa. 

Mots cles : matrices aleatoires, combinatoire, theorie des cordes, espaces des mo- 
dules, integrabilite, geometrie algebrique 

Summary 

The 2-matrix model has been introduced to study Ising model on random surfaces. 
Since then, the link between matrix models and combinatorics of discrete surfaces has 
strongly tightened. This manuscript aims to investigate these deep links and extend 
them beyond the matrix models, following my work's evolution. First, I take care to 
define properly the hermitian 2 matrix model which gives rise to generating functions 
of discrete surfaces equipped with a spin structure. Then, I show how to compute all 
the terms in the topological expansion of any observable by using algebraic geometry 
tools. They are obtained as differential forms on an algebraic curve associated to the 
model : the spectral curve. In a second part, I show how to define such differentials on 
any algebraic curve even if it does not come from a matrix model. I then study their 
numerous symmetry properties under deformations of the algebraic curve. In particular, 
I show that these objects coincide with the topological expansion of the observable of 
a matrix model if the algebraic curve is the spectral curve of this model. Finally, 
I show that fine tuning the parameters ensure that these objects can be promoted 
to modular invariants and satisfy the holomorphic anomaly equation of the Kodaira- 
Spencer theory. This gives a new hint that the Dijkgraaf-Vafa conjecture is correct. 

Key words : random matrices, combinatorics, string theory, moduli space, integra- 
bility, algebraic geometry 
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Avant propos et plan. 

Les modeles de matrices aleatoires, depuis leur apparition dans le monde de la 
physique en 1951, n'ont eu de cesse de trouver des applications dans des domaines tres 
varies des sciences parmi lesquels on peut citer quelques exemples en vrac : la physique 
nucleaire, la physique statistique, l'etude des systemes chaotiques, la theorie des cordes, 
les theories conformes, la combinatoire, la theorie des nombres, la theorie des noeuds, 
l'integrabilite, l'etude des problemes de Riemann Hilbert ... 

La richesse et la variete des domaines lies au matrices aleatoires en font un objet 
d'etude passionnant et enrichissant, particulierement pour un etudiant, tant les pers- 
pectives de recherche sont nombreuses. Au cours de ma these j'ai ainsi pu toucher a des 
problemes tres differents les uns de autres et cotoyer des gens d'horizons tres divers. Ce 
memoire n'a pas pour but de cataloguer l'etat de l'art dans l'ensemble des domaines 
ou les modeles de matrices ont apporte une contribution, le volume necessaire a un tel 
expose etant bien trop grand et mes connaissances trop limitees. 

Je me restreindrai done a un domaine que j'ai plus particulierement etudie et 
sur lequel ont porte mes travaux au cours de cette these : le lien entre les modeles 
de matrices hermitiennes et la combinatoire de surfaces. J'essaierai de montrer que 
ces deux problemes sont profondement relies et combien la structure sous-jacente est 
riche, melangeant geometrie algebrique et inegrabilite. J'ai essaye de rendre ce memoire 
aussi accessible que possible, quel que soit le domaine d'expertise du lecteur, qu'il soit 
mathematicien ou physicien, et j'espere avoir reussi a faire un expose ne necessitant que 
des connaissances elementaires de physique et mathematiques. Je suis en effet tres heu- 
reux que ce domaine puisse donner naissance a des discussions entre mathematiciens 
et physiciens et j'espere done que ce memoire puisse etre lisible par les differentes 
communautes liees, de pres ou de loin, a ce vaste sujet. 

Les resultats que j'ai obtenu au cours de ma these ont tous ete le fruit de travaux 
avec mon directeur de these, B. Eynard. lis decoulent pour la plupart d'un resultat 
qu'il a obtenu dans le cadre du modele a une matrice hermitienne au moment ou j'ai 
entame ma these sous sa direction : il a montre dans [12], comment calculer tout le 
developpement topologique des fonctions de correlations de ce modele grace a des outils 
de geometrie algebrique et a une representation diagrammatique elegante du resultat. 
Mes travaux ont essentiellement consiste en l'exploration de certaines des nombreuses 
perspectives ouvertes par cette construction. 

Cette these suit revolution de mes travaux au cours de ces trois dernieres annees : 

- Le chapitre 1 consiste en une courte introduction sur les modeles de matrices 
presentant un historique et quelques applications motivant les travaux presentes 
dans la suite ; 

- Le chapitre 2 est entierement consacre au sujet principal de ma these : le modele 
a deux matrices hermitiennes. Apres avoir defini sans ambiguite le modele et les 
observables etudiees, je montre comment, en generalisant la methode de [12], on 
peut calculer le developpement topologique complet de toutes les observables en 
termes de la courbe spectrale classique. Ce chapitre est base sur mes travaux avec 
Chekhov et Eynard [II] [III] [I] [51] . 

- Le chapitre 3 montre comment cette meme methode permet de resoudre le modele 
a une matrice ainsi que le modele a une matrice en champ exterieur. La derivation 
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des resultats du modele de matrice en champ exterieur est base sur mon travail 
avec Eynard [IV]. 

- Dans le chapitre 4, je presente une generalisation de cette construction au dela des 
modeles de matrices. Je montre comment, partant d'une courbe algebrique quel- 
conque, on peut construire une famille infinie de formes differentielles imitant les 
resultats obtenus dans les deux chapitres precedents. Lorsque la courbe considered 
est la courbe spectrale d'un modele de matrices, ces formes differentielles coinci- 
dent avec les termes du developpement topologique des observables de ce modele. 
J'etudie egalement le comportement de ces formes differentielles sous les defor- 
mations de la courbe ainsi que les proprietes de symetrie induites et comment ces 
proprietes permettent de comparer differents modeles et de retrouver facilement 
des resultats classiques dans l'etude d'integrales matricielles. Ces resultats ont 
ete obtenus avec Eynard dans [IV] [VI] . 

- Apres une tres breve introduction entre le lien entre modeles de matrices et theorie 
des cordes, je montre que les objets introduits dans le chapitre precedent satisfont 
les equations d'anomalie holomorphe pour les cordes fermees de BCOV [T3] et 
je propose des equations pour les cordes ouvertes satisfaites par les fonctions 
de correlation defmies precedemment. Ces resultats viennent d'une collaboration 
avec Eynard et Marino [V] . 

- Le chapitre 6 est une conclusion ou je resume les principaux resultats presentes 
dans cette these et certaines perspectives ouvertes par ces travaux. 

Ces chapitres correspondant au coeur de la these sont suivis d'un chapitre com- 
portant quelques appendices techniques et d'une partie ou j'ai regroupe mes articles. 
Ces deux derniers chapitres permettent, entre autres choses, de regrouper toutes les 
demonstrations necessaires aux resultats presentes ici. Ainsi, j'ai presente les reultats 
sans demonstration dans le corps du texte. Lorsque cela peut aider a une meilleure 
comprehension du result at, j'ai cependant parfois presente une idee des demonstrations. 
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Chapitre 1 
Introduction 



Avant toute intrusion dans le monde des matrices aleatoires, il semble indispensable 
de rappeler leur surprenante apparition dans le monde de la physique ainsi que leurs 
si nombreuses et non moins surprenantes applications par la suite. La premiere partie 
de ce chapitre a done pour but de rappeler l'origine des modeles de matrices aleatoires 
en general et des objets etudies dans la suite plus particulierement. Dans la seconde 
partie de ce chapitre, nous presenterons divers problemes mathematiques et theories 
physiques lies aux modeles de matrices, que ce soit des applications directes ou bien 
simplement des problemes comportant une structure similaire. Nous nous attacherons 
particulierement a montrer les points communs a ces differentes theories. 

1 Petit historique des modeles de matrices. 

1.1 Matrices aleatoires et physique nucleaire. 

Les matrices aleatoires sont arrivees en physique presque par hasard. En effet, au 
cours des annees 50, les physiciens nucleaires tentent d'etudier des noyaux de plus en 
plus gros, e'est-a-dire de determiner le spectre de l'Hamiltonien caracterisant chaque 
noyau. La complexite du probleme et la taille de l'operateur a diagonaliser croissant 
avec la taille du noyau, ils se sont fmalement trouves face a un probleme qu'ils ne 
pouvaient pas resoudre ni meme decrire theoriquement. Ils etaient cependant capables 
d'avoir acces a ce spectre experiment alement en etudiant la diffusion de neutrons lances 
sur ce noyau. Ainsi l'experience donnait acces a la repartition des niveaux d'energie, 
la maniere dont ils sont correles entre eux, leur densite p{E) (i.e. le nombre moyen de 
niveaux dans un intervalle d'energie)... 

L 'etude de ces resultats experimentaux a fait apparaitre une structure tres robuste 
et universelle de la repartition statistique des niveaux d'energie ne dependant pas direc- 
tement du noyau etudie ni de la region du spectre observee (voir [M] et les nombreuses 
references a l'interieur). En effet, si les niveaux avaient ete decorreles, on se serait par 
exemple attendu a trouver une distribution de Poisson qui ne fut pas du tout observee. 
Au contraire, la distribution observee a ete retrouvee par Wigner en partant d'une sta- 
tistique bien differente. Puisque l'Hamiltonien d'un noyau lourd est trop complexe pour 
etre decrit explicitement, Wigner a propose de le modeliser par une matrice de taille 
N x N dont les coefficients sont des variables aleatoires decorelees suivant chacune une 
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION. 



loi gaussienne adoptant ainsi une approche statistique. Lorsque la taille de la matrice 
N tend vers l'infini, il a observe que le spectre devient (quasi-) continu sur un intervalle 
[a,b] et que la densite d'energie suit la celebre loi du " demi-cercle" de Wigner |105j : 

4 a + b b — a 

p{E) = — -sin0 avec E = — 1 — cos<p. (1-1) 

7r(o — a) 2 2 

Or, les correlations issues de cette densite correspondent exactement aux observations 
experimentales obtenues par diffusion de neutrons lents. L'existence d'une approche 
statistique de ce probleme n'est pas due au hasard mais bien aux proprietes parti- 
culieres de ce type de diffusion. En effet, les neutrons bombardant le noyau a etudier 
apportent ici chacun une faible energie. II faut alors en accumuler beaucoup pour pou- 
voir arracher un neutron au noyau. L'energie individuelle des neutrons incidents est 
done totalement absorbee par le noyau au cours de cette reaction avant d'etre restituee 
a travers un neutron diffuse. L'etude des neutrons diffuses ne doit done plus caracteriser 
les comportements individuels des neutrons incidents mais leur comportement collectif 
impliquant un caractere statistique. 

Cette approche statistique peut s'appliquer a d'autres problemes physiques lies a 
un Hamiltonien trop complique pour etre decrit exactement. On a alors pu observer 
que les caracteristiques generates du spectre ne dependent pas des details du probleme 
etudie mais simplement de ses symetries, chaque cas correspondant a l'integration sur 
un ensemble de matrices particulier ([S3] est une nouvelle fois une source formidable 
d' informations sur ce point). En effet, l'etude des matrices aleatoires elles-memes a 
permis d'observer des proprietes d'universalites : lorsque la taille des matrices tend vers 
l'infini, on peut trouver certaines caracteristques du spectre (par exemple l'espacement 
entre deux valeurs propres successives) qui ne dependent absolument pas des details 
de la mesure d'integration mais seulement de l'ensemble des matrices sur lequel on 
integre. 

II peut done etre interessant d'etudier les matrices aleatoires en posant une mesure 
sur l'ensemble de matrices presentant des caracteristiques communes plutot que de les 
voir comme un ensemble de coefficients aleatoires reels correles. C'est cette approche 
que nous considererons dans cette these en considerant une mesure d'integration sur 
l'ensemble des matrices hermitiennes. 



1.2 Modeles de matrices et combinatoire. 

Pour bien comprendre comment le modele qui nous interesse a vu le jour, il est 
necessaire de rappeler comment un resultat de Chromodynamique Quantique (QCD) 
s'est avere etre fondamental dans le cadre des matrices aleatoires. Cette theorie est une 
theorie des champs ou les particules sont des quarks portant une charge de couleur qui 
est un objet tridimensionnel. lis interagissent done a travers des matrices de jauge de 
taille 3x3, les gluons, presentant une symetrie SU (3). La resolution de cette theorie est 
un probleme extremement complexe et si Ton peut obtenir des resultats perturbatifs 
aux petites echelles ou la constante de couplage est faible, l'etude aux grandes echelles 
ne peut etre decrite de la meme facon. En 74, 't Hooft [lOOj a propose d'aborder 
le probleme differemment en le generalisant : au lieu de considerer seulement trois 
couleurs, on peut etudier le meme probleme avec un nombre de couleurs arbitraire N. 



1. PETIT HISTORIQUE DES MODELES DE MATRICES. 
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On peut alors faire tendre ce nombre N — > oo et exprimer les observables du modele a 
travers leur developpement en pour obtenir finalement des informations sur la valeur 
N = 3. 't Hooft a alors decouvert que les graphes de Feynman contribuant a un ordre 
donne dans ce developpement ont une topologie fixee. 

Le type de modeles que nous allons etudier dans ce memoire a ete introduit bien 
plus tard. Partant des techniques classiques de theorie des champs, Brezin, Itzykson, 
Parisi et Zuber [22J ont interprets les integrales matricielles issues de la theorie des 
matrices aleatoires comme des fonctions generatrices de graphes epais lorsque la taille 
des matrices tend vers l'infini. Pour cela, ils ont developpe les integrales considerees 
autour d'un col pour se ramener au calcul de valeurs moyennes d'operateurs par rap- 
port a une mesure gaussienne. L'application du theoreme de Wick (voir l'appendice[l| 
permet alors de representer le resulat comme une somme sur un ensemble de graphes 
ou les vertex sont orientes. Nous reviendrons plus precisement sur cette construction 
dans le debut du chapitre 2 puisqu'elle est la base des objets etudies ici. 

L 'etude des modeles de matrices a connu un regain d'interet quelques annees plus 
tard grace a une simple observation. Plusieurs domaines tres differents de la physique, 
tels que la theorie des cordes, la gravitation quantique ou bien l'etude de membranes, 
necessitent de pouvoir caracteriser des surfaces et, plus particulierement, de pouvoir 
mettre une mesure sur cet ensemble. En 1985, plusieurs chercheurs etudiant de telles 
surfaces ont observe que ^interpretation introduite par [22J permet d'approcher ce type 
de probleme a partir des integrales de matrices 0, EHl E5]- En effet, considerant un 
graphe epais, il existe une procedure tres simple permettant de remplacer tout vertex 
a k pattes par un polygone a k cotes. A un graphe consistant en un recollement de 
vertex, on fait done correspondre une surface formee de polygones colles entre eux par 
leurs aretes. La theorie des matrices aleatoires permet ainsi de calculer des objets de 
la forme : 



ou S est une surface discretisee construite comme un recollement de polygones et V 
est un poids associe a toute surface de ce type. Pour passer a de "vraies" surfaces, 
e'est-a-dire continues, il faut alors faire tendre le nombre de polygones vers l'infini et 
reduisant leur taille de maniere a garder l'aire de la surface considere finie. 

Dans ce cadre, la propriete decouverte par 't Hooft en QCD signifie que, lorsque la 
taille des matrices tend vers l'infini, le developpement en i permet de selectionner le 
genre des surfaces generees. Ainsi, on peut ecrire 





5 



oo 



oo 



z 




o>)+ - 



(1-3) 



ou l'on somme maintenant sur l'ensemble des surfaces S g de genre g donne pour obtenir 
chaque terme de ce developpement topologique. Cette propriete s'est averee fondamen- 
tale dans l'etude des matrices aleatoires et a permis de faire de grands progres. 
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1.3 Matrices aleatoires et surfaces continues. 

Revenons maintenant a une eventuelle procedure permettant d'atteindre des sur- 
faces continues a partir des modeles de matrices. Une telle limite est atteinte en faisant 
tendre le nombre moyen de polygones constitutifs des surfaces vers rinfini. Ceci est 
en general obtenu en approchant un point critique dans l'espace des parametres du 
modele. En effet, on peut montrer [J?] que le nombre moyen de polygones < n > est 
donne par une relation de la forme 

< n >= (1-4) 

ou g est un parametre du modele de matrices et Z la fonction generatrice de surfaces 
discretisees issue de ce modele. II faut done atteindre une singularity de \nZ comme 
fonction de g pour faire diverger cette quantite. On determine ainsi un point critique 



g c tel que pour tout terme du developpement topologique Z^ h > defini dans Eq. (1-3), il 
existe un exposant critique ah tel que 

— (9 ~ 9c)~ ah -Zsilg + termes sous dominants. (1-5) 

On peut alors definir une constante cosmologique liant l'aire moyenne des polygones 
e 2 et la distance au point critique : 

Ae 2 :=(g-g c ). (1-6) 

La fonction generatrice totale est alors donnee par le comportement 

00 

Z = ^ 2 ~ 2 \9-9 c y ah Z% (1-7) 

h=0 

au voisinage de la singularity g c . II a ete montre (23J, [39], [55] que l'exposant critique ah 
est lineaire en le genre h : il existe un exposant 7 tel que 

a h = (r/-2)(l-h). (1-8) 

Les exposants de -^2 et (g — g c ) sont done comparables et ceci permet de definir une 
variable combinant les deux k := N(g — gc) 1 ^ permettant d'exprimer : 

00 

Z = ^ 2 - 2h Z% (1-9) 

h=0 

et ainsi de melanger les contributions des surfaces de genres differents a travers une 
double limite d'echelle obtenue par iV —> 00 et g — > g c en gardant k fini. Cette double 
limite d'echelle est interessante puisqu'elle permet d'avoir acces aux surfaces continues 
depuis les modeles de matrices et de melanger les surfaces de genres differents ce qui 
est un element fondamental de la theorie des cordes ou ces dernieres interagissent en se 
separant et se recollant creent des surfaces de genre plus eleve. Nous reviendrons sur 
ce point dans la partie suivante dediee aux applications des matrices aleatoires. 
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2 Applications des modeles de matrices aleatoires. 

Les matrices aleatoires sont un outil formidable tant ses applications sont nom- 
breuses aussi bien en physique qu'en mathematiques. Dans cette partie nous presentons 
seulement une petite partie de celles-ci plus particulierement reliees aux resultats 
presentes dans ce memoire. 

2.1 Volume symplectique de l'espace des modules de surfaces 
de Riemann. 

En mathematiques, on peut etre interesse par decrire et compter des surfaces par- 
tageant une meme topologie. Lorsque ces surfaces sont discretisees, ceci se ramene a de 
la pure combinatoire mais lorsque les surfaces sont continues, on ne peut plus aborder 
le probleme de la meme maniere. II faut definir un certain nombre de parametres, ap- 
peles modules, dont la valeur permet de caracteriser chaque surface ou type de surface. 
L'ensemble des surfaces est done mis en bijection avec l'espace de toutes les valeurs 
possibles de ces parametres : l'espace des modules [31]. Un premier ensemble de mo- 
dules peut etre identifie comme le genre g et le nombre de bords k d'une surface. 
On peut alors decouper l'ensemble des surfaces en des sous-ensembles Sjf^ contenant 
toutes les surfaces de genre g donne et ayant k bords. A chacun de ces ensembles on 
peut associer un ensemble de modules tels que la longueur de chaque bord par exemple 
dont les differentes valeurs forment un espace M { k 9) . Alors que dans le cas des surfaces 
discretisees, on les compte en associant a chaque assemblage de polygones un poids et 
en effectuant la somme de ces poids, l'equivalent continu consiste a munir l'espace des 
modules d'une mesure et a calculer le volume de ce dernier par rapport a cette mesure. 
En effet, chaque point de l'espace des modules correspond a une surface et imposer 
une mesure sur cet espace consiste a associer un poids a chaque surface, l'integration 
remplagant alors la somme discrete. 

Dans l'etude de ces espaces, Riemann lui-meme a ete le premier a etudier l'espace 
Ai g de toutes les structures complexes sur une surface orientee de genre g modulo 
l'ensemble des diffeormorphismes preservant l'orientation. II a ainsi pu montrer que 
l'espace Ai g a pour dimension reelle 6g — 6. Beaucoup plus recemment, demontrant 
ainsi une conjecture precedement etablie par Witten |108j . Kontsevich [72] a montre 
que Ton pouvait calculer le volume de tels espaces par le calcul d'integrales de matrices 
du type 



ou A est une matrice de champ exterieur en utilisant la propriete disant que les volumes 
Vn^ := Vol [Mn^ ) satisfont les equations de Korteweg-de Vries (KdV). 



Le fait que cette hierachie integrable d'equations apparaisse dans l'etude des ma- 
trices aleatoires est connu depuis longtemps et beaucoup de travaux ont montre que de 
telles hierarchies integrables sont fondamentalement liees a differents modeles de ma- 
trices aleatoires [23], [551 ESI [13] . Au contraire, l'emergence de telles contraintes dans le 
cadre de l'etude de l'espace des modules de surfaces continues etait plus surpenante et 
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n'est toujours pas comprise et fait l'objet de nombreux travaux. Tres recemment, Mir- 
zakhani [87J EE] a propose une relation de recurrence permettant de retrouver la valeur 
de ces volumes avec une approche melangeant geometrie algebrique et geometrie hyper- 
bolique. Ces relations semblent etre un premier pas vers une meilleure comprehension 
de ce lien entre hierarchies integrables et espaces de modules. 

2.2 Theorie de la gravitation quantique bidimensionnelle. 

La gravitation est surement la force fondamentale la plus facilement observable 
a l'echelle macroscopique puisqu'elle a toujours ete ressentie par tout le monde et a 
ete formalisee tres tot a travers les lois de Newton. Cependant son comportement a 
petites echelles est plus problematique. II paraitrait en effet naturel de vouloir quantifier 
cette interaction fondamentale comme l'electromagnetisme et les autres forces, mais les 
techniques de theorie des champs utilisees ne peuvent s'appliquer dans ce cas la puisque 
la gravitation est une theorie non renormalisable. 

Comment quantifier cette theorie en pratique ? On peut tenter d'imiter ce qui se fait 
deja dans les autres theories en utilisant les integrales de chemins, c'est-a-dire sommer 
sur tous les chemins d'etats possibles entre un etat initial et un etat final donne. On 
sait depuis Einstein que le champ gravitationnel est un champ courbant l'espace temps. 
Pour le caracteriser il faut done se donner une variete S de dimension 4, des coordonnees 
{xi}t=i sur celle-ci et une metrique g^ donnee par une matrice 4x4. Son action est 
alors donnee par la courbure de £ : 



ou R est la courbure scalaire de la metrique g et G un nombre appele constante gravi- 
tationnelle. Une integrate de chemin sera alors de la forme : 



oil la somme porte sur toutes les varietes 8 satisfaisant les conditions initiale et finale. 
Le calcul d'une telle somme est extremement complique et un tel probleme n'a pas 
encore pu etre resolu, en particulier parce qu'on ne sait pas bien decrire les differentes 
topologies de S intervenant dans cette somme. 

On peut cependant essayer de simplifier le probleme pour tenter de le resoudre en 
diminuant la dimension de l'espace temps : on peut considerer l'espace temps comme 
une variete de dimension 2 : une dimension d'espace et une dimension de temps. On 
va egalement faire une rotation de Wick t —>■ it, faisant passer dans l'espace des temps 
complexes et rendant la metrique Euclidienne. Dans ce cas la, le probleme se rapproche 
d'un probleme de calcul de volume d'espace de modules de surfaces continues decrit 
plus haut. On doit en effet calculer des integrales de chemin de la forme : 



oil la somme porte sur toutes les surfaces satisfaisant les conditions aux limites et A est 
la constante cosmologique. En fait, le symbole de somme est ici un peu abusif puisqu'il 




(2-2) 




(2-3) 




(2-4) 
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sous entend une somme discrete alors que l'espace des surface n'est pas a priori discret. 
En fait, il faudrait plutot reecrire Z comme une integrale sur l'espace des modules des 
surfaces de Riemann £ . 

C'est justement sur ce point que les integrates de matrices s'averent efficaces a 
condition de donner un sens precis a cette somme discrete. Une idee naturelle pour 
decrire une surface, frequemment utilisee par exemple en mecanique dans les methodes 
de modelisation en elements finis, consiste a discretiser cette derniere en la remplagant 
par une surface "proche" composee uniquement de polygones colles entre eux par leurs 
aretes. La somme Z consiste alors a sommer sur de telles surfaces discretisees en don- 
nant un poids particulier a chacun des polygones les composant ainsi qu'a l'operation 
de recollement d'aretes : on peut done voir Z comme une fonction generatrice de telles 
surfaces. Or comme nous le verrons, c'est exactement le type de fonctions generatrices 
que Ton peut obtenir a partir des integrates de matrices. Notons qu'il faut alors faire 
tres attention a cette discretisation des surfaces et pouvoir caracteriser son impact sur 
les observables du modele. 

Pour la suite, remarquons que Ton peut egalement introduire des champs de "matiere" 
scalaires Xi : £ — > C couples a la gravite, par exemple a travers Faction modifiee : 



2.3 Theories des cordes. 

Une autre theorie peut se mettre sous une forme similaire et se ramener au meme 
probleme consistant en une integrale sur l'espace des modules des surfaces de Riemann : 
la theorie des cordes [33]. Celle-ci est une generalisation des theories des champs ha- 
bituelles ou les particules ne sont plus des points de l'espace temps mais des objets 
a une dimension, i.e. des cordes parametrees par des coordonnees Xi(s,t) i=1 3 oil s 
est une abscisse curviligne sur la corde. Pour definir une integrale de chemin il faut 
alors integrer sur tous les etats Xi(t) entre une corde initiale Xi(s,t ) et une corde 
finale Xi(s,tf). Or, lorsqu'une corde evolue dans le temps, elle dessine une surface (bi- 
dimensionnelle) dans l'espace temps. L'integrale de chemin correspond done comme 
dans le paragraphe precedent a sommer sur toutes les surfaces entre les etats initiaux 
et finaux : 



Plusieurs actions S(£) peuvent alors etre choisies et plusieurs mesures pour la somma- 
tion. Nous n'alllons pas nous attarder sur toutes les actions possibles. Notons que parmi 
toutes celles-ci, Polyakov [93] a propose une action invariante sous les changements de 
coordonnees de la surface : 




dx 2 ^/-detg(A + GR + J2 g^d^dpX,). 



(2-5) 




(2-6) 



S :=- 



lie 

Y 



I 



dsdty/-detg(^2 G^g^daX^dpX^ 



(2-7) 



ou G est la metrique de Minkowski sur l'espace-temps et g la metrique induite sur 
la feuille d'univers (i.e. la surface dessinee par revolution de la corde dans le temps). 
Notons que Ton reconnait ici exactement la meme somme sur les surfaces que celle 



22 



CHAPITRE 1. INTRODUCTION. 



introduite dans le paragraphe precedent dans le cadre de la gravitation quantique 
bidimensionnelle dans Eq. (2-5). 

Cependant, cette theorie des cordes presente de nombreux defauts. Non seulement, 
elle ne peut etre verifiee experimentalement mais au niveau theorique, les symetries 
necessaires impliquent de fortes contraintes. En effet, on ne peut pas construire une 
telle theorie dans un espace temps de dimension 4 mais 26 ! II faut done eliminer 22 di- 
mensions. Une partie du chemin a deja ete fait par Ramond [95J et Neveu et Schwarz [92] 
en introduisant la supersymetrie : ils ont ramene le probleme a une theorie a dix dimen- 
sions. II reste done 6 dimensions a eliminer pour revenir aux 4 dimensions de l'espace 
temps reel. Ceci peut etre fait en reduisant la taille des 6 directions supplementaires, en 
les compactifiant. Les nombreux travaux dans ce domaine font apparaitre une tres riche 
structure interessante au moins au niveau mathematique si ce n'est pour retrouver les 
proprietes physiques du monde reel. 



Remarque 2.1 Nous n'avons evoque ici qu'un exemple parmi bien d'autres de modele de 
theorie des cordes lie aux modeles de matrices aleatoires. Nous verrons un autre exemple 
dans le chapitre 5 qui lui est totalement dedie : les theories des cordes topologiques. Ce cas 
correspond a une theorie des cordes oil seule la topologie de la feuille d'univers (i.e. la surface 
generee par revolution temporelle de la corde) entre en compte dans le calcul de la fonction 
de partition. Si deux types de theories des cordes apparaissent dans ce cadre, tous deux sont 
fortement relies aux modeles de matrices |81j : que ce soit par les proprietes de variation 
de la fonction de partition du type A sous les deformation de la feuille d'univers ou par la 
conjecture de Dijkgraaf et Vafa [36J identifiant directement un modele de matrice equivalent 
au type B, les points communs entre modeles de matrices et theories des cordes topologiques 
sont frappants. 



2.4 Theories conformes et modeles minimaux. 

Explicitons un peu plus comment ces dimensions critiques pour l'espace temps sont 
obtenues. Au niveau local, Paction de Polyakov a une symetrie sous le changement de 
la metrique : 

9a/3 -> e v gap, (2-8) 

la symetrie conforme. Cependant cette symetrie est brisee par la quantification : la som- 
mation sur les surfaces introduit une anomalie. On peut caracteriser cette anomalie par 
un unique scalaire : la charge centrale c. Celle-ci s'annule lorsque la theorie quantique 
est invariante conforme. Pour la definir, il est necessaire d'etudier plus precisement les 
transformations conformes de la metrique. Ce sont les transformations qui changent la 
metrique par un facteur scalaire et done laissent invariante Faction de la theorie [62J : 
elles sont donnees par 

z-z(l + £/(*)) (2-9) 

ou / est une fonction analytique de la variable complexe z = x + iy avec x et y des 
coordonnees sur la surface consideree. Elles sont done generees par les operateurs l n := 
zU+1 ~§z- ^ a ^' comme souvent, pour obtenir les bons generateurs des transformations 
conformes, on doit introduire un ordre normal pour preciser l'ordre dans lequel les 
differents operateurs agissent. On obtient ainsi les generateurs L n :=: l n : qui satisfont 
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les relations de commutation : 

[L n , L m ] = (m - n)L m+n + —(n 3 - n)5 m+n Id, (2-10) 

c'est-a-dire qu'ils forment une extension de l'algebre de Virasoro avec une charge cen- 
trale c. 

On peut construire une representation de cette algebre en partant d'un operateur 
primaire |0 > : 

L \0>=h\0> et Vn>0,L n |0>=0 (2-11) 

considere comme le vide de la representation. L'ensemble des etats engendres par les 
autres operateurs L_„ : 

\n x n 2 . . . n k >:= L- ni L- n2 . . . L-^JO > (2-12) 

engendrent alors, en general, une representation de dimension infinie irreductible de 
l'algebre de Virasoro. Cependant ceci n'est plus vrai dans certains cas particuliers 
ou la representation engendree est reductible puisque les etats engendres ne sont pas 
lineairement independants. En effet, pour les valeurs de h particulieres : 

h r>s = 1 (l2(r - s) 2 + (1 - c)(r 2 - s 2 - 2) + (r 2 - s 2 ) ^(25 - c)(l - c)) (2-13) 

ou r et s sont entiers, on obtient de telles representations reductibles. 

Remarque 2.2 Certains modeles ne font intervenir qu'un nombre fini de representations 
reductibles de ce type et sont ainsi entierement solubles : les modeles minimaux indexes par 
deux entiers p et q premiers entre eux. Dans ce cas, la charge centrale est de la forme : 

c=l- 6 {p ~ q)2 (2-14) 
pq 

et les dimension des champs primaires sont donnees par la table de Kac [62] : 

Ks= {rq-sp?-(p- q f 
4pq 

oil s et r sont deux entiers strictement positifs et strictement inferieurs respectivement a q 
et a p. 

Nous verrons comment resoudre ces modeles grace aux modeles de matrice dans le chapitre 
4 de cette these. 

On peut montrer que Ton peut associer une telle charge centrale a chaque champ 
suivant sa statistique : a un boson, on associe une charge 1 tandis qu'a un fermion on 
associe une charge |. On peut egalement montrer que le champ de jauge g a p a une 
dimension negative egale a —26 due, entre autres choses, a l'introduction de fantomes 
de Fadeev-Popov. La charge totale d'une theorie des cordes D dimensionnelle avec 
Faction de Polyakov est done egale a : 



c = D - 26 



(2-16) 



24 



CHAPITRE 1. INTRODUCTION. 



puisqu'il y a D champs bosoniques dans cette theorie. On voit ainsi qu'il est necessaire 
d'avoir une theorie avec un espace temps de dimension D = 26 pour que la symetrie 
conforme soit preservee au niveau quantique. Pour reduire la dimension critique, on 
peut introduire la supersymetrie et done D fermions. Ceci induit de plus de nouveaux 
fantomes de Fadeev-Popov avec une charge +11. On a alors la charge centrale 

c = L>-26 + y + ll (2-17) 

ce qui donne une dimension critique D = 10 comme annonce plus haut. 

En fait, les modeles de matrices permettent non seulement d'avoir acces aux theories 
des cordes critiques mais egalements a celles qui ont une dimension non critique et done 
une charge centrale non nulle. En particulier, les modeles minimaux correspondent a 
une charge centrale c < 1. 

Dans tous les cas, pour comparer les resultats des theories conformes introduites ici 
et des modeles de matrices vus comme fonctions generatrices de surfaces discretisees, 
il faut pouvoir trouver un language commun. Dans les deux cas on peut se ramnener a 
une unite de comparaison possible : l'aire des surfaces generees. On peut se demander 
comment se comportent les observables de ces differents modeles en termes de l'aire 
A des surfaces considerees. Plus particulierement comment divergent ces observables 
quand A — > oo. En general, pour les theories conformes, on peut montrer que pour un 
genre h et une aire A fixee pour les surfaces 8, on a un comportement du type [71] : 

= £ exp (-i^p) -A-^oo A^ (2-18) 

ou l'exposant 7^ est lineaire en le genre et donne paiQ : 

-f h = 2h + -f strmg (l-h). (2-19) 

Le coefficient ■jstring, appele susceptibilite de corde depend de la theorie consideree. Par 
exemple, pour un modele minimal de type (p, q), on peut montrer q'il vaut : 

Istring = ~ 2 — — — r- (2-20) 

p + q — \p — q\ 

On peut calculer un tel exposant critique pour n'importe quelle autre observable < O > 
du modele et ainsi le comparer avec les resultats de modeles de matrices. 

Nous verrons ainsi que la comparaison de ces exposants, a condition de bien nor- 
maliser les observables et variables, permet de montrer que les modeles de matrices 
donnent acces aux theories conformes (en particulier en prenant certaines limites ou 
les surfaces discretisees deviennent continues). 

2.5 De l'emergence de la geometrie algebrique et des systemes 
integrables. 

Si les applications presentees jusqu'ici ont toutes un lien avec la combinatoire de 
surfaces discretisees ou continues, les modeles de matrices sont lies a de nombreux 



1 On peut noter la similitude entre cette equation et Eq. (1-8 1 
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autres problemes qui ne seront pas ou tres peu abordes dans cette these. Si elle ne 
semble pas aussi directement reliee a notre probleme, l'une des proprietes des modeles 
de matrices qui semble fondamentale dans toutes les construction introduites ici est 
son integrabilite. En effet, cette propriete, que l'on retrouve sous differentes formes 
suivant Faspect des modeles de matrices etudies, assure que le probleme est soluble : 
cela signifie que Ton est en principe capable de calculer toutes les observables du modele 
considere (ce qui ne signifie pas que Ton puisse le faire facilement en pratique). 

II a ete observe que les observables des modeles de matrices sont, en general, solu- 
tions d'equations differentielles appartenant a des hierarchies integrables telles que les 
hierarchies KP, la hierarchie de Toda 2 dimensionnelle, celle de Whitham ... En fait, 
lorsque Ton integre sur une matrice de taille finie N, on trouve un systeme integrable 
quantique caracterise par h ~ 4. On s'attend done a retrouver un systeme integrable 
classique lorsque la taille iV — > oo et ainsi tous les ingredients le caracterisant comme 
une courbe algebrique appelee courbe spectrale ou la fonction r satisfaisant des rela- 
tions bilineaires. 

Nous verrons que nous retrouvons effectivement tous ces ingredients dans le cadre 
des integrales formelles qui sont liees a la limite des integrales de matrices convergentes 
lorsque la taille des matrices tend vers l'infmi. On ira meme plus loin puisque nous 
montrerons que ces elements classiques permettent de calculer toutes les corrections en 
jj, i.e. toutes les corrections semi-classiques^J 

Si le lien entre integrabilite et modeles de matrices semble bien compris a present, le 
lien direct entre combinatoire de surfaces et integrabilite restait jusqu'a recemment as- 
sez obscur. Pourtant cet outil semble fondamental dans l'etude de l'espace des modules 
de surfaces de Riemann. En effet, si l'approche de Kontsevich a ete de reinterpreter ce 
probleme en termes d'integrales matricielles, ceci est principalement du au fait que les 
volumes d'espaces de modules sont solutions d'equations differentielles de la hierarchie 
KdV et done a l'integrabilite. Si des travaux recents [93, [791 EE] ont permis de com- 
prendre un peu mieux ce lien a la lumiere de l'etude de partitions aleatoires et leur 
lien avec les fonctions tau de systemes integrables, j'espere que cette these permettra 
de donner de premiers elements de comprehension utilisant le formalisme des matrices 
aleatoires. 



2 Nous verrons que ceci n'est pas exact puisque le modele etudie n'est pas exactement l'integrale 
de matrice dont on s'attend a ce qu'elle soit la fonction tau d'un systeme integrable quantique. II 
reste dons une derniere etape a franchir pour pouvoir reconstruire le systeme quantique lui-meme par 
resommation des termes semi-classiques. 
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Chapitre 2 

Modele a deux matrices 
hermitiennes. 

Dans ce chapitre, nous presentons une methode de resolution du modele a deux 
matrices hermitiennes formel. Ce modele est souvent decrit comme la limite d'une 
integrate matricielle convergente ou la taille des matrices tend vers oo puisqu'il corres- 
pond a un developpement perturbatif de cette integrate par rapport a un parametre 
qui est de l'ordre de l'inverse de la taille des matrices considerees. Nous allons done 
montrer comment calculer tous les termes du developpement de toutes les observables 
de ce modele par rapport a ce parametre. Cette methode, basee sur les travaux de 
Eynard pour le modele a une matrice [32] et ses methodes generates de resolution des 
equations de boucles, montrera toute sa puissance dans les chapitres suivants ou nous 
la generaliserons au dela des modele de matrices aleatoires. 

Le modele a deux matrices hermitiennes a fait l'objet de differentes approches dans 
la litterature. En effet, les nombreux domaines ou ce probleme, qui consiste essentiel- 
lement a evaluer des integrates matricielles, semble apparaitre ont permis a differentes 
specialites de se retrouver sur un meme terrain. Ainsi chacun a pu utiliser ses methodes 
favorites et Ton peut facilement imaginer que les contributions de physiciens, probabi- 
listes ou combinatoriciens vont apporter des points de vue bien differents. Le modele 
etudie ici a ete introduit en premier par Kazakov comme un modele de physique sta- 
tistique [66] : il a ete utilise pour modeliser le modele d'Ising sur surface aleatoire, i.e. 
decrire un systeme de spins en interactions vivant sur un reseau triangulaire aleatoire. 

La methode developpee ici consiste a resoudre un ensemble d'equations satisfaites 
par les observables du systeme. Ces equations sont connues sous le nom d'equations de 
boucles [HSl [991 [331 El 133] dans le milieu des matrices aleatoires mais elles se retrouvent 
en fait dans diverses specialites de physique ou de mathematiques sous des noms aussi 
divers que contraintes de Virasoro, identites de Ward, equations de Schwinger Dyson, 
equations de Tutte \102\ 1103] ou meme equations de Baxter [11]. Si des methodes ont 
ete proposees pour les resoudre dans des cas particuliers [SI HI E] ou meme totalement 
[S] dans le cas du modele a une matrice, l'approche de Eynard [321 157] a pour avantage 
la simplicite et la generalite. En effet, en utilisant un langage approprie, celui de la 
geometrie algebrique, on peut resoudre ces equations de maniere intrinseque de fagon 
a ne plus faire apparaitre les specificites de tel ou tel modele en se ramenant a l'etude 
d'une courbe algebrique associee au modele [57] . 
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Cependant, ces equations sont tres generates et admettent des solutions presentant 
des structures bien differentes les unes des autres. II existe ainsi plusieurs definitions 
non equivalentes de ce qui est usuellement denomme "integrate matricielle" dans la 
litterature. Toutes satisfont les equations de boucles mais elles ne coincident pas de 
mantere generate. Cette imprecision dans la definition, recurrente dans la litterature, a 
mene a des contradictions flagrantes particulierement mises en avant par jS] et [531 E21 
I2T] et expliquees plus tard par [T8] . 

Nous debuterons done ce chapitre en precisant ce que nous entendons par " integrate 
de matrice". Ceci nous permettra ensuite d'interpreter ces integrates comme fonc- 
tions generatrices de surfaces constitutes de polygones de couleurs differentes. Enfin, 
je presenterai le principal resultat de cette partie : comment, en utilisant des concepts 
de geometrie algebrique, on peut calculer de maniere explicite toutes ces "integrates de 
matrices formelles" en termes d'objets fondamentaux definis sur une courbe algebrique 
appelee courbe spectrale. 



1 Definition du modele. 

Considerons deux potentiels polynomiaux^] : 

di + l d 2 + l 7 

Vl ( x ) : = J2j xk et v ^ x )--=Hi xk c 1 - 1 ) 

k=0 k=0 

et definissons l'integrale 

Z 2MM := j rfM^Mse-^^ 1 ^)^ 2 ^ 2 )-^^), (1-2) 

ou M\ et M2 sont deux matrices hermitiennes de taille N x N, dM\ et dM 2 sont les 
produits des mesures de Lebesgues des composantes reelles de M\ et M 2 

dM := Yl dMu JJ dRe{M ij )dIm(M ij ) (1-3) 

i i<j 

et h — j^f est un parametre de developement perturbatif. Une telle integrate ne semble 
a priori pas souffrir de defaut de definition. Cependant, suivant la specialite dans la- 
quelle elle est etudiee ou bien meme le regime d'etude, le signe integrate a plusieurs 
significations differentes dans la litterature. II est done important de preciser quel objet 
se cache vraiment sous cette denomination. 



1.1 Integrate sur l'ensemble des matrices hermitiennes. 

La definition la plus naturelle consiste a diagonaliser les matrices Mi = UlAiUi et 
M 2 = U\A 2 U 2 pour ensuite integrer sur les valeurs propres reelles, 

Ai = diag(\ iA , . . . ,X itN ), (1-4) 

1 Toute la methode presentee ici peut s'etendre au cas de potentiels dont la derivee est une fonction 
rationncllc. Cependant, les quelques subtilites techniques induites par cette generalisation n'apportent 
rien de nouveau a la comprehension du probleme et entrent dans le cadre du chapite 4. Le lecteur 
interesse pourra aisement adapter la description faite du modele a une matrice avec potentiel rationnel 
ou bien se reporter a la demonstration de [IV] . 
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d'une part et le groupe unitaire, UjUi = 1, d'autre part. Des lors l'integrale 



1-2 



s ecrit 



== fumxuw dU ^ W rfA 1 rfA 2 A(A 1 ) 2 A(A 2 ) 2 e-^Kv 1 (A 1 )^ 2 (A 2 )-^A 1 ^ C /tA 2%) 

(1-5) 

ou le determinant de Vandermonde 

A(A0 := IJ(A lfi - Xij) (1-6) 

i>j 

vient du Jacobien du changement de variable : 

dMi = A(Ai) 2 d£/idAi (1-7) 

avec dAi = YliLi d\ et dU est la mesure de Haar sur le groupe U(N). 

Sous cette forme, un seul terme contient encore un couplage entre les valeurs propres 
et les matrices unitaires de changement de base par 1' intermediate de la combinaison 
U\U\. Cette contribution peut etre totalement explicitee en utilisant la 

Theoreme 1.1 Formule d'Harish Chandra-Itzykson-Zuber (HCIZ) l5h^ f5P| / : 



^AxWTt = JetE jj 

u(N) 2^A(A X )A(A 2 ) t\ 

oil la matrice E, de taille N x N, est definie par : 

Eij = exp(Ai, 4 A 2 j). (1-9) 

On peut ainsi reexprimer la fonction de partition comme : 

Zherm = (^) 5 T77 / det( e S Al ^ ) A(A : ) A(A 2 ) X 



JV-1 



N 



x^dX^e-T^^^^ 

i=l 

r N 
{ttH)^ 11 / AiAjAiA 2 )TTr/A,.;r/A 2 , ( > v ^ " ° 



(1 - 10) 



Cette expression permet, entre autres choses, d'identifier des criteres de convergence 
de cette integrale : il faut que les potentiels V\ et V 2 soient pairs et que leur termes de 
plus haut degres t^+i et td 2 +i aient une partie reelle strictement positive si d± > 1 ou 
d 2 > 1. Plus generalement, il faut que la partie reelle de la fonction V\{x) + V^y) — xy 
soit bornee inferieurement sur M 2 . 

Le calcul d'une telle integrale peut etre ramene a l'etude de deux families de po- 
lynomes moniques 

n n (x)=x n + ... et a n (y) = y n + ... (1-11) 
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biorthogonaux par rapport a la mesure : 

dxdyn n (x)a n (y)e-^W +v >W-^ = h n 5 nm . (1-12) 



Cette methode de resolution a ete beaucoup etudiee dans la litterature [23 [20] et 
a permis de faire le lien avec certains problemes de Riemann-Hilbert (voir [50J pour 
une revue sur le sujet). Cependant, je voudrais encore rappeler que cette definition de 
l'integrale de matrices ne coincide pas avec l'objet d'etude de cette these et les resultats 
obtenus dans ce contexte ne peuvent s'appliquer aux problemes de combinatoire de 
cartes. 

Remarque 1.1 Cette integrale n'a pas forcement de developpement en ft? ! 

Remarque 1.2 Un resultat recent permet de calculer une grande classe d'observables de 
ce modele grace a une formule de type HCIZ. Cette formule, dont une premiere extension a 
ete mise en avant par Morozov [89] suivant Shatashvili [97] , a ete fortement generalised par 



Theoreme 1.2 Formule de Eynard-Prats Ferrer : pour toute fonction F composee d'un pro- 
duct de traces contenant chacune un produit de deux matrices : 

f u(N) F(A u UA 2 W)e-^WA 2 ui du = 



fe^ ^(-ire^^x (1-13) 



N(N-l) 

N\(-2tv) — 2 — A(Ai)A(A 2 ) 



x J Tn dTF(A ha + T, A 2 , T + Tt)e- Tr TT " 



oil T/v est V ensemble des matrices complexes triangulaires superieures strides muni de la 
mesure dT du produit des mesures de Lebesgues des parties reelles et imaginaires de tous les 
elements de la matrice, Sn est V ensemble des permutations de taille N et 

Aj jCT = diag(Xi^^i), A i)CT ( 2 ), • • ■ , K,a(N)) (1-14) 

pour toute permutation a £ Sn. 

Cette generalisation donne acces a toute les integrates matricielles du type : 

f dM 1 dM 2 F(M 1 ,M 2 ) e ~s Tr ( v ' 1 ( Ml ) +v ' 2 ( M2 )- MlM2 ) (1-15) 
ou F est contraint par les proprietes de la formule de Eynard-Prats Ferrer. 



1.2 Integrale sur un chemin de valeurs propres. 

Dans le paragraphe precedent, nous avons impose aux valeurs propres un critere 
de realite contraignant ainsi fortement les potentiels acceptables. On peut retourner le 
probleme en fixant des potentiels arbitraires et contraindre les chemins d'integration 
possibles pour les valeurs propres par ces potentiels. L'integrale 

r N 

/ A(A 1 )A(A 2 )TTc/A 1 rfA 2 e-^ yi(Al - )+v ' 2(A2 ' !) - Al - A2 - !l (1-16) 
Jc i=i 
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est convergente si les chemins d'integration C pour les couples de valeurs propres 
\2,i) sont choisis de maniere appropriee, c'est-a-dire tels que Re(Vi(x)+V2(y)— xy) 
est bornee inferieurement sur tout chemin x C 2 ,i parcouru par le couple (Ai^, A 2 ,i). 
Si les potentiels ne sont pas triviaux (d± > 1 ou d 2 > 1), cette condition revient a 
rechercher les chemins C\ et C 2 tels que 

e~^ x) dx et / e-* v * v) dy (1-17) 

soient absolument convergentes. Generiquement, il existe d\ (resp. d 2 ) chemins homo- 
logiquement independants Ci^i = l...di (resp. C 2 j,j = 1 • • • d 2 ) allant de l'infini a 
l'infini satisfaisant cette propriete. On peut done decomposer n'importe quel chemin C 
acceptable en : 

C = ^ KlJ C 1 , l xC 2j (1-18) 

ou k est une matrice a coefficients complexes. Ce qui nous permet de reexprimer la 
fonction de partition sur le chemin correspondant comme 

N 

z conv {K) = ^ E (-ir E E II 

aeS N fci,...,fcjv h,...,l N »=i >/Al . ieCl . i ' A 2, CT (*) eC 2,<T(i) 

A(A 1 )A(A 2 )n«^ )Iff(i) e-H^^.0+^(^ i )-Ai, i A 2 ,„ w ] dAi) . dA2) . 

= e e n^n , 

fcl,...,fcjvJl,-,ijv » j=i " / A lil GC lifc -,A 2 , l eC 2 ,; l 

A(A M ) A(A 2>i ) J] e-^^) +% ^)- Al ^dAi >i dA 2 , i . 

(1-19) 

La methode de polynomes orthogonaux peut se generaliser directement a ce cadre 
en changeant simplement le chemin d'integration dans la condition d'orthogonalite des 
polynomes : 

' dxdyn n (x)a n (y)e-^W +v *to-^ = h n 5 nm . (1-20) 



1.3 Integrate formelle. 

Si les deux definitions donnees precedemment sont intimement liees, l'objet de notre 
etude est d'une toute autre nature, inspiree par les techniques de calcul de theorie des 
champs utilisees par les physiciens. On la definit comme une integrate de matrice 
formelle, i.e. une serie formelle dont chacun des termes est bien defini et correspond 
a la fonction generatrice de cartes bicoloriees. 

Dans un premier temps, je tacherai d'expliquer comment des approximations (non 
rigoureusement justifiees) inspirees de la physique ont naturellement mene a voir les 
integrates de matrices comme des objets combinatoires. Je m'appliquerai ensuite a 
presenter la definition tout a fait rigoureuse de ce que Ton entend par integrate for- 
melle. 
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Lien intuitif entre integrate de matrice et combinatoire. 

Naivement, pour calculer une integrate de la forme I := J R dx e~^ v ^ oil V est un 
polynome, un physicien est tente d'utiliser la methode dite du col. Celle-ci consiste, en 
gros, a dire que l'integrale est dominee par la valeur de l'integrand en son maximum, le 
reste etant considere comme une pertubation sous dominante du fait de la decroissance 
exponentielle de e~~a v ( x \ Plus precisement, on choisit un "point col" Si comme solution 
de : 

V'(si) = 0. (1-21) 
Le developpement de Taylor du potentiel au voisinage de ce col peut alors s'ecrire : 

V(x + Sl ) = V( Si )+gx 2 + 6V(x) (1-22) 

oil 5V(x) ne contient que des termes de degre > 3 en x et g = v ^ . Le changement 
de variable x — > x + donne alors : 

I = e -\V[s i ) I dxe -^ e -L5V( x) _ (1 _ 23) 
JR 

Le developpement de Taylor de la partie non quadratique implique alors : 

J = e-*™ [ y ^f )k e-^ 2 dx (1-24) 

qui peut etre ramenee a une somme d'integrales gaussiennes si l'on inverse la sommation 
et l'integration : 



e n-^Yl / ^^e'^dx. (1-25) 



Si Ton represente chaque integrate J R x k e~^ x dx par un vertex a k pattes, le theoreme 
de Wick0 nous dit que I est alors la fonction generatrice de tous les graphes composes 
de vertex de valence au moins 2 et au plus deg(V) dont les poids respectifs dependent 
des coefficients du potentiel V et du point col autour duquel on developpe. 

Comment s'etend une telle methode dans le cas qui nous interesse ? 

En premier lieu, on doit determiner les extrema (^1,^2) de Paction 

S(Mt, M 2 ) = V X (M X ) + V 2 {M 2 ) - M X M 2 . (1-26) 
Ceux-ci sont donnes par les solutions du systeme 

V[(Mi) = M 2 



V 2 \M 2 ) = M 1 ■ (1 " 27) 
Sans perte de generalite, on peut considerer que ces matrices sont des matrices diago- 



nales dont les valeurs propres sont solutions du systeme (1-27) vu comme un syteme 
numerique. On peut resoudre celui-ci en eliminant Ai 2 grace a la premiere equation. 
On obtient ainsi une equation polynomiale de degre d\d 2 en M.\ 

Vi(V{{M 1 ))=M 1 . (1-28) 



2 Voir l'appendice [T] dedie a ce theoreme dans le cadre des integrates de matrices gaussiennes. 
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II existe done de maniere generique did 2 "points cols" dissolution de cette equation 
ou & est une valeur propre de Mi et rji la valeur popre de A^2 correspondante. Pour 
construire un point col dans l'espace des couples de matrices hermitiennes x Hn, 
il faut alors distribuer leurs N valeurs propres entre ces differents points cols : 

ni fois 112 fois n d 1 d 2 f°i s 



Mi = diag . . . , £ x , £ 2 , . . . , £ 2 , • • • , ^d 2 , • • • > &M 2 ) (l" 29 ) 

et 

ni fois ri2 fois n d 1 d2 f°i s 



A4 2 = diag (771,... ,771,772,..., T72, ■ ■ ■ , Vd 1 d 2 T--,Vd 1 d 2 ) (1-30) 

avec X^^=i 2 n « = Ainsi, un point col est caracterise par des fractions de remplis- 
sage ji qui representent la proportion de valeurs propres (M X ,M2) situees au point 
col rji) : on a choisi la configuration ou le comportement de (^», 17*) est dominant 
pour ni valeurs propres. En fixant une configuration, on a brise la symetrie U(N) de 
l'integrale en la symetrie Ylt^fi U(rii) chaque element du produit se rapportant a la 
symetrie entre les valeurs propres au voisinage du meme point col. 



Remarque 1.3 On considere tous les extrema de Paction et non pas seulement ses minima 
comme on devrait intuitivement le faire. 



Remarque 1.4 On peut voir le systeme d'equations 1-27 comme la condition d'equilibre 
des valeurs propres de Ai± et M.2 soumis au potentiels Vi(x)+V2(y) —xy. Le choix de fractions 
de remplissage consiste a distribuer les valeurs propres dans les differents puits formes par ce 
potentiel (voir l'exemple 1.1). 



Remarque 1.5 Notons que ces fractions de remplissage ont une influence sur le resultat 
de l'approximation du col. Nous verrons que ce sont effectivement des parametres qu'il faut 
se donner pour definir l'integrale formelle de maniere unique. On retrouvera ces parametres 
tout au long de ce chapitre et il est important de garder a l'esprit que ce sont des donnees 
du probleme au meme titre que les potentiels V\ et V2. 



Exemple 1.1 Considerons les potentiels 

I Vi(x) = x 3 — x 



V 2 (y) = ^-imy ■ (1 ~ 31) 



3 Chaque point col est un couple de nombres complexes. 




(1-32) 

et Von a quatre points cols : 

pi = (0, 8904; 1, 3786) , p 2 = (-0, 0107; -0, 9997) 
p 3 = (-0,7168; 0,5415) , p 4 = (-0, 1629; -0, 9204). 

(1-33) 

On pent voir que parmi ceux-ci, seul pi est un vrai minimum alors que p2 et ps sont des 
points selle et p^ est un maximum. 

Une fois les fractions de remplissage fixees, l'approximation du col consiste a ef- 
fectuer un developpement autour du col correspondant en reecrivant les matrices a 
integrer comme une perturbation autour de celui-ci : 

M l = Mx + m l , M 2 = M 2 + m 2 (1-34) 



puis a considerer que l'integrale est dominee par la valeur de l'integrand en ce point. Le 
developpement de Taylor de Taction au voisinage de ce point col permet de mettre a 
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part sa partie quadratique. Si Ton commute les signes d'integration et de sommation du 
developpement de Taylor, on peut reecrire cette integrale comme une serie dont chacun 
des terme est une fonction de correlation par rapport a une mesure gaussienne : 

z = e -\Tt[Vi{Mi) + v. { M>)-M,M.] J- ( [Tr 5 Ml VMi)f [Tr 5 M2 V 2 (m 2 )] 1 ) 

k,l 9 

(1-35) 

ou 5MiVi( m i) et & M^'iirri'i) representent les parties non quadratiques de V\ et V 2 
dans le developpement de Taylor autour du point col et < . > g la valeur moyenne 
par rapport a une mesure gaussienne. Le theoreme de Wick (voir l'appendice [I]) et la 
representation du resultat sous forme de diagrammes de Feynman impliquent alors que 
Z est la fonction generatrice de graphes fermes coteries portant une structure de spin. 

C'est cette approche que nous allons rendre rigoureuse dans le paragraphe suivant 
pour definir les integrates de matrices formelles. 



Definition de l'integrale de matrices formelle. 

En se basant sur l'intuition fournie par le paragraphe precedent, on definit l'integrale 
de matrice formelle par la fonction de partition resultant de la decomposition de 
l'integrale convergente en integrates gaussiennes par developpement en serie de Tay- 
lor au voisinage d'un point col. Pour cela, il est necessaire de donner un sens a ce 
developpement de Taylor en precisant l'interaction entre les differentes solutions du 
systeme d'equations numeriques : 

Definition 1.1 Soit un entier N et deux potentiels polynomiau^ V% et V 2 definis 
comme precedemment par Eq. (1-1). 
Soit n une d\d 2 -partition de N : 

did,2 

ft := {ni,n 2 , ■ ■ ■ ,n dld2 } tels que s ^n i = N. (1-37) 

i=i 

Soient {(^, r/j)}*^ 2 , les d\d 2 solutions du systeme de deux equations numeriques : 
On definit les parties non quadratiques des developpements autour de ces points cols 



par 

sv 14 (x) = v x {x) - Vtitt) - ^% - ^) 2 ( \-m 



4 On pourrait en pratique seulemcnt demander que ces potentiels aicnt une derivee rationnclle et 
tous les resultats resteront valables (voir par exemple [IV]). Cependant, par soucis de simplicite je 
me restreind ici au cas poynomial. 
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SV 2ii (y) = V 2 (y) - V 2 ( Vl ) - ^^-(y - . (1-40) 
Pour tout I, on definit le polynome en T : 



Edl/2 A rpk _ 
k^/2^,1 1 - 

= / dM i ■ ■ ■ dM d dM x . . .dM d ®\ Tr 5V 1>i {M i ) + 5V 24 (M i )) 1 

11^ det(Mi ® l n . - l ni ® Mj) [T^ det(M< ® l n . - 1„ 8 ® M,-) 
comme une integrate gaussienne sur les matrices hermitiennes Mj et Mj rfe iaz//e 

Hi X Hi. 

La fonction de partition du modele a deux matrices formel est alors definie comme 
la serie en T (JJty \5Up : 



oo 


2k 






k=0 


3=0 



1-42) 



Lien avec l'integrale normale a symetrie brisee. 

Ecrivons explicitement la fonction de partition formelle : 

it \' 



c 

i=l 



| ( Tr ^(Mi-^ l n .)2 + ]^il(M ii _ w l„.)2-(Mi-& InJCMi-rji 1„.) 



( — 1) At P i 

Zform = l\ T l / I[ rfM «^ S ^ 6V ^(Mi) + 8V 2 ,i(Mi 

1=0 ' J a=l ' - 

n 

Qdet(Mj ®Mj) J^det (Mi® lrij In* 

®M,). 

(1 - 43) 

Si Ton echange l'ordre de la sommation sur I et de l'integration sur les matrices, on 
reconnait le developpement de Taylor de 

d 

n i>i det(M i ®l 

n i>i det(M i ®l 

rij In; 

®M,) 

qui par changement des variable d'integration X^ := Mj — l n . et lj := Mj — 77^ l n . 
prend la forme de la fonction de partition du modele a deux matrices a symetrie 
brisee [50] : 

Z normb := fdX 1 ...dX d dY 1 ...dY d nLi^ iTrVliXt)+TrV2iY ^^^ (145 ) 
Ui^ det(X, ® l n . - l n . ® X,-) n t >, det(Fj ® l n . - 1„. ® Y,-)- 1 J 
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Cette derniere consiste a briser la symetrie U(N) en une symetrie Yii U (n») en conside- 
rant l'integrale matricielle comme l'integrale sur d±d 2 ensembles de couples de matrices 
(Xi, Yi) dont les valeurs propres appartiennent respectivement a des couples de contours 



C 2)i ) acceptables au sens de Eq. (1-16 ). Ainsi, par opposition au modele de la partie 
|1.2| ou toutes les matrices avaient des valeurs propres conditionnees a vivre sur un seul 
chemin acceptable C := x C 2 j quelconque, les differentes matrices ont des valeurs 

propres sur un chemin different. 
Attention : 

Malgre cette proximite entre les deux modeles, le modele normal a symetrie brisee 
et le modele formel ne coincident pas en general, ne serait-ce que par le probleme 
pose par l'echange de la sommation des termes de la serie de Taylor et de l'integration 
gaussienne. 

Remarque 1.6 Le lien exact entre ces differents modeles ainsi que leurs differences sont 
peu connus au moment de la redaction de ce memoire et vont bien au dela de la portee de ce 
dernier. Je ne m'attarderai done pas plus sur ceux-ci me concentrant a present uniquement sur 
le modele formel. Le lecteur interesse par ces aspects peut trouver une plus longue discussion 
dans [50] par exemple. 

Remarque 1.7 On abusera des a present et tout au long de cette these de la notation 
intuitive : 

Z form = f e -S Tr ^(M 1 )+V 2 (M 2 )-Af 1 A/ 2 ) dMi(iM2 (1 _ 46) 
J form 

tout en gardant a l'esprit que l'integrale n'est ici qu'une notation rappelant l'origine de cette 
fonction de partition. On ne devra jamais oublier que ce n'est pas une integrale sur l'ensemble 
des matrices hermitiennes a proprement parler. 

Interpretation combinatoire. 

Comme nous l'avons vu plus haut, le modele formel a ete defini de maniere a cor- 
respondre au developpement de Feynman de l'integrale du modele normal a symetrie 
brisee. A ce titre, il est naturel d'en chercher une interpretation combinatoire comme 
fonction generatrice de graphes et, par extension, de surfaces discretisees. C'est d'ailleurs 
cette interpretation qui a motive l'introduction de ce modele dans le cas de l'etude du 
modele d'Ising sur surface aleatoire [66], ainsi que l'engouement des physiciens pour 
les modeles de matrices aleatoires en general dans le cadre des theories de gravitation 
quantique. 

Etant donnes les deux potentiels V\ et V 2 et un point col dans l'espace C N x C^, 
e'est-a-dire l'ensemble des d\d 2 solutions (£i,77») du systeme 



vm = th 

v 2 '(vi) = 6 

et un ensemble de fractions de remplissage {et}i=i,...,di£fa telles que 

d\d,2 



;i-47) 



8=1 



on definit les poids 
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Definition 1.2 Pour tout i — 1, . . . , d\di, on definit 



vS k) (£-) 

Vk = l,...,d 1 + 1, *M : =7^T§T (1_49) 
Vfc = l,...,d 2 + 1, ^:=^-^T- (1-50) 

(k-iy. 

Pour tout couple — d\di avec i ^ j et tout couple k, I — 1, . . . , oo, on definit : 
^fc,i:=y^77 — ^~c~\k ' hk,i '■= 7 — \T > (1-51) 



(k + l-l)\ 1 
lMsW : " (fc-l)!(Z-l)!&-O fc (&-&)' 



1-52) 



r _ (k + l-l)\ 1 n 

(k - - 1)! - r]i) k (r]i - 7]j) r {L - b6) 

Remarque 1.8 Les poids i (resp. t}~ j) ne sont rien d'autre que les coefficients de la partie 
non-quadratique du developpement de Taylor de V\ (resp. V2) autour du point £j (resp. rji) 
introduite dans le paragraphe precedent : 

rfi+l , d 2 +l 7 

fc=3 fc=3 

alors que les hk^ij (resp. h^^-ij) viennent du developpement de det(Mj<g)l nj . — l nj ®Mj) 
(resp. \\ i>j det(M< ® l n . - l ni ® M,-)) dans Eq. (|l-4l|). 



Ces poids nous permettent d'associer une valeur a chaque graphe de l'ensemble : 

Definition 1.3 Soit Q l'ensemble des graphes fermes formes de vertex epai^\ de va- 
lence k > 1, portant une "couleur" i — 1, . . . ,did 2 et un "spin" (i.e. un signe + ou -) 
et colles selon les prescriptions suivantes : 

- Deux vertex peuvent etre colles par leurs pattes si et seulement si Us ont la meme 
couleur ; 

- Deux vertex peuvent etre colles par leurs centres si et seulement si Us sont de 
meme spin et de couleur differente. 

On peut resumer les elements apparaissant dans la construction de ces graphes par 
le tableau suivant : 



5 Un vertex epais est un vertex dont les pattes sont des rubans comme presentes dans l'appendice 
[T] Ce sont done des vertex orientes. 
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Element 



Figure 



vertex fc-valent de spin + et couleur i 




,1/ / u k 



vertex /c-valent de spin - et couleur % 




lien entre deux pattes de vertex 
de spin + et couleur i 



lien entre deux pattes de vertex 
de spin - et couleur i 



lien entre deux pattes de vertex 
de couleur i et spins differents 

lien entre les centres d'un vertex fc-valent 
de couleur i et de spin + et d'un vertex 
Z-valent de couleur j et de spin + 

lien entre les centres d'un vertex fc-valent 
de couleur i et de spin - et d'un vertex 
Z-valent de couleur j et de spin - 




Boucle independante de couleur i 




Un tel graphe peut etre vu comme un ensemble de d\d,2 graphes non colories 
construits comme dans l'appendice [T] et lies entre eux par le centre de certains ver- 
tex de meme spin. Ainsi, pour obtenir tous les graphes de Q, on commence par dessiner 
tous les graphes fermes formes de vertex epais de valence k > 1 et portant chacun 
un spin et colles entre eux par leurs pattes. On recolle alors de toutes les manieres 
possibles d\d2 de ces graphes (en autorisant la presence de plusieurs exemplaires du 
meme graphe et le graphe vide) par le centre de vertex de meme spin. 

Pour caracteriser un graphe de Q, on utilise les notations suivantes : 



Definition 1.4 Soit un graphe G G Q. On note : 

- nk,i(G) := nombre de vertex de valence k, de spin + et de couleur i dont le centre 
est libr^\; 



6 Un centre est dit libre si il n'est pas relie a un autre centre par un lien. 
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fik } i(G) := nombre de vertex de valence k, de spin - et de couleur i dont le centre 
est libre ; 

n ++) i(G) := nombre d 'aretes liant deux vertex de couleur i et de spin + par leurs 
pattes ; 

n ,i(G) := nombre d 'aretes liant deux vertex de couleur i et de spin — par leurs 

pattes ; 

n+- t i(G) := nombre d'aretes liant deux vertex de couleur i et de spins differents 
par leurs pattes ; 

n a ,i{G) = n+- t i(G) + n ++ti (G) + n ,i(G) :— nombre total d'aretes liant deux 

vertex de couleur i par leurs pattes quelque soit leurs spins ; 

n k,i-,i,j{G) :— nombre de paires de vertex de spin + colles par leurs centres de 

valences et de couleurs respectives (k,i) et {l,jjj; 

nk,i-,i,j(G) := nombre de paires de vertex de spin - colles par leurs centres de 
valences et de couleurs respectives (k,i) et (l,jj^\; 

Gi := composante de couleur i du graphe obtenue en brisant tous les liens entre 
centres de polygones ; 

li(G) := nombre de boucles independantes dans le graphe Gi ; 
#Aut(G) :— cardinal du groupes d'automorphismes de G ; 
x{G) •'= caracteristique d'Euler-Poincare de G : 



X(G) = ^HG)-n a ,(G) + j: k (n k ,(G)+h k ,(G))] 

= Et? x{Gi) - 2 Ei,j, k ,i ( n k,i;l,j( G ) + fi*Au(G)) • 

Definition 1.5 A chaque graphe G £ Q, on associe un poids : 



1-55) 



PJX(G) dld2 dl + 1 rf 2 + 1 

#Aut(G)~ 



:= ma tfr) TnT{G) n n + T Ki) nkAG) n + ti^^ 



i=l k=3 k=3 
d\d 2 

n hl (G)rh lti (G) h n2,i(G)7n 2 ,i(G) TT ,n fcli (G) TT 7n Ui {G) 



n h^^h^-^ n n k 

i=l k>dx+l l>d 2 +l 

n ^^'^-^(^ - i)- n - (G) n n n ^ (G) ^ 



i=l k>di+l l>d 2 +l 

Ji(G) + n ++>i (G)rn — + i\-n vi (G) TT TT TT h n k,i;ij( cr )u' h k,i;i,j(G) 
i=l j>i k I 

(1-56) 



ou 



n T (G) ■.= E,.(E4(^(G) + ^(G))-EtV^(G)-E?i 2 3 +1 ^(G')) 

+ E> E i>4 E fc E, k -?{n h ,i;iAG) + n k ,,,iAG))- 

(1-57) 



Associer un tel poids a un graphe G correspond a associer un poids a chacun des 
elements composant le graphe comme suit : 



7 Le nombre total de vertex de spin + est donne par i i j ^ n k,i;l,j{G) + nk.i(G). 
8 Le nombre total de vertex de spin - est donne par l i . 2fik,i;i,j{G) + hk,i{G). 
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Element 


Poids 


vertex fc-valent de spin + et couleur i 
dont le centre est libre 




■ f t M + Nh Ki sike [3, d x + 1] 
Nhk^i sinon 


vertex fc-valent de spin - et couleur i 
dont le centre est libre 




\ %t kti + Nh kyi si he [3, d 2 + 1] 
Nh k) i sinon 


lien entre deux pattes de vertex 
de spin + et couleur i 


1 ^2,1 

N t 2 ,it 2 ,i-l 


lien entre deux pattes de vertex 
de spin - et couleur i 


1 h,i 
N t 2 ,it 2 ,i-l 


lien entre deux pattes de vertex 
de couleur i et spins different s 


1 1 

N t 2 J 24 -l 


Paire composee d'un vertex /c-valent 
de couleur i et de spin + 

et d'un vertex /-valent 
de couleur j et de spin + 


hk,i;l,j 


Paire composee d'un vertex /c-valent 
de couleur i et de spin - 
et d'un vertex Z-valent 
de couleur j et de spin - 


hk,i;l,j 


Boucle independante de couleur % 


Net 



Exemple 1.2 Considerons un exemple de graphe apparaissant lorsque Von a deux couleurs : 
bleu, represente par I'indice 1 et rouge represents par I'indice 2 : 




(1-58) 



II est constitue d'un vertex bleu de valence 5 et de spin +, d'un vertex bleu de valence 3 et 
de spin - et d'un vertex rouge de valence 4 de spin + relies entre eux par 6 aretes formant 
3 + 4 boucles independantes, i.e. : 

n 3j i = n — (1 = i = n 5) i ;4)2 = 1 , (1-59) 
n ++> i = n ++j2 = 2 , h = 4 et l 2 = 3. 

et son poids est done donne par : 

N 2 T^(k,i + r^)efeiii,i42*2,i(*2,ii2,i - l)Ht 2 , 2 t2,2 - l) 2 h 5 ,i- A ,2. (1-60) 

Ces poids nous permettent de controler la quantite de chaque element dans un 
graphe, et Ton definit la fonction generatrice correspondante comme : 
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Theoreme 1.3 La fonction de partition du modele a deux matrices hermi- 
tiennes formel est egale a 



Z 



form 



n 



e T 



G&g 



1 (1-61) 

Preuve: 

Ce theoreme resulte directement du theoreme de Wick decrit en appendice. 
On peut cependant remarquer que cette fonction est bien une serie formelle en 
puissances de T. En effet, l'inegalite : 



n T (G) >IJ2[ + + ZJ E ( 

i \ k j>i k.l 



n k,i;l,j + n k,i;l,j) 



;i-62) 



assure que seul un nombre fini de graphes contribue a une puissance donnee de T. On 
peut done bien ecrire : 



7 \ ^ A r P T > 

m=0 



;i-63) 



oil chaque A m est une somme finie de termes donnee dans le langage du paragraphe 
precedent par : 

2m 

A - V A ■ 

3=0 



;i-64) 



oil les A m j sont donnes par Eq. (1-41). □ 



On definit egalement la fonction generatrice des graphes connexes par la procedure 
classique : 

Definition 1.6 L'energie libre : 



•F — Ar9 In £ form 

N 2 , 

;i-65) 

est la fonction generatrice des graphes connexes G de Q comptes avec un poids W(G). 
C'est egalement une serie formelle en T qui prend la forme : 



1-66) 



n=0 



2 Combinatoire des cartes, surfaces discretisees. 

Nous avons defini la fonction generatrice de graphes epais derives des diagrammes 
de Feynman. On peut aisement voir que ces derniers sont en bijection avec un ensemble 
de cartes (ou surfaces discretisees dans le langage des physiciens) coloriees portant une 
structure de spins semblable a celle d'un modele d'Ising [30i ESI 16^] . 
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2.1 Generation de surfaces discretisees bicolores fermees. 



En effet, on peut utiliser une description duale en remplagant simplement tout 
vertex fc-valent par le /c-gone dont les cotes sont les perpendiculaires aux pattes du 
vertex. Ainsi, les graphes sont remplaces par des surfaces composees de polygones 
suivant : 



Definition 2.1 Soit S I' ensemble des surfaces fermees formees de polygones orientes 
a k > 1 cotes, portant une "couleur" i — 1, .. . ,did% et un "spin" (i.e. un signe + ou 
-) et colles selon les prescriptions : 

- Deux vertex peuvent etre colles le long de leurs aretes si et seulement si Us ont 
la meme couleur; 

- Deux vertex peuvent etre colles par leurs centres si et seulement si Us sont de 
meme spin et de couleur differente. 



La bijection element par element est resumee dans le tableau : 



Diagramme de Feynmann 


Surface discretisee 


vertex fc-valent de spin + et couleur i 


A;-gone de spin + et couleur i 


vertex fc-valent de spin - et couleur i 


/c-gone de spin - et couleur i 


lien entre deux pattes de vertex 
de spin + et couleur i 


arete commune a deux polygones 
de spin + et couleur % 


lien entre deux pattes de vertex 
de spin - et couleur i 


arete commune a deux polygones 
de spin - et couleur i 


lien entre deux pattes de vertex 
de couleur i et spins differents 


arete commune a deux polygones 
de spin differents et couleur % 


lien entre les centres d'un 

vertex fc-valent 
de couleur i et de spin + 

et d'un vertex /-valent 
de couleur j et de spin + 


centre commun a un /c-gone 
de couleur % et de spin + 

et un /-gone 
de couleur j et de spin + 


lien entre les centres d'un 

vertex fc-valent 
de couleur i et de spin - 
et d'un vertex /-valent 
de couleur j et de spin - 


centre commun a un /c-gone 
de couleur i et de spin - 

et un /-gone 
de couleur j et de spin - 


Boucle independante de couleur i 


Sommet de couleur i 



44 CHAPITRE 2. MODELE A DEUX MATRICES HERMITIENNES. 

Exemple 2.1 Le diagramme 1-58 est ainsi envoye sur la surface : 



(2-1) 



et Von peut verifier que Von obtient Men le meme poids que precedement. Notons que Von 
a pu dessiner chacun des deux graphes sur une sphere, leurs caracteristiques d'Euler etant 
toutes deux egales a 2. On peut egalement voir que la sphere bleue est divisee en deux faces 
de spins opposes separees par un equateur correspondant au seul lien H — du graph dual. 



La fonction de partition du modele formel peut done etre vue comme la fonc- 
tion generatrice des surfaces de l'ensemble S, e'est-a-dire des recollements de surfaces 
discretisees monocolores sur lesquelles vit une structure de spin, en associant a chaque 
surface un poids qui peut etre facilement retrouve par l'utilisation de la bijection entre 
graphes et surfaces discretisees. La description complete de cette procedure est decrite 
dans l'appendice [2] 



2.2 Surfaces ouvertes et conditions de bord. 

II est egalement interessant de pouvoir generer des surfaces ouvertes (par exemple 
pour des applications a la theorie des cordes ou bien a l'etude des theories conformes 
ou simplement avec un objectif combinatoire d'enumeration de cartes). Ces fonc- 
tions peuvent etre obtenues simplement par variation des poids associes aux differents 
elements des graphes. En effet, la fonction generatrice des surfaces dont on a enleve 
(ou marque) un fc-gone de spin + (resp. de spin -) et de couleur i est donnee par 
k-g^- In Zf orm (resp. k^- lnZf orm ). Or, compter toutes les surfaces auxquelles on a 
enleve un fc-gone revient a compter toutes les surfaces ouvertes avec un bord de lon- 
gueur k et une condition de bord imposee par le spin et la couleur du /c-gone a retirer. 

Cependant, ces fonctions generatrices ne sont pas pratiques a manipuler dans les 
faits et par soucis de simplicite ainsi que pour des raisons historiques issues de la 
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representation sous forme d'integrale matricielle de Zf orm , il est preferable de travailler 
avec les fonctions de correlations de la forme : 

d d d d 

k 1 ...k m l 1 ..J n —...— M -... m -^Z form (2-2) 



ou les U et ij sont les coefficients des potentiels V± et V 2 respectivement (voir Eq. (1-1 )). 

En effet, le poids d'un fc-gone de spin + (resp. de spin -) et de couleur i est encode 
dans les coefficient t du potentiel V\ et t du potentiel V 2 par l'intermediaire de t kji (resp. 

tk,i)- 

II est egalement utile de definir les resolvantes du type 

k k y 

pour considerer toutes les longueurs de bords possibles. Les parametres x et y sont 
alors des fugacites associees aux bords. On a ici introduit les operateurs d'insertion 
de boucle^] consistant en une derivee formelle par rapport a tous les coefficients des 
potentiels V\ et V 2 respectivement : 



9 . = y k a 9 -V k a- 

• Z-e ~fc+l ' av n (oA ' Z^„fc+l V 



dV 1 {x) • ^x k + l lk ' dV 2 (y) ' 



(2-4) 



Les fonctions de correlation ainsi defmies : 



^ (XK ' yl) : - • • • sv&T) d^i) ■ ■ ■ dx^-f (2 - 5) 

generent done des surfaces ouvertes a k + 1 bords dont chacun a une condition de bord 
homogene : k d'entre eux viennent de l'extraction d'un polygone de spin + et les I 
autres de l'extraction d'un polygone de spin -. 

Remarque 2.1 On utilisera ici encore abondament la notation d'integrale matricielle pour 
designer les fonctions de correlation. En effet, Paction de la derivation par rapport a l'un des 
coefficients des potentiels est facile a representer : 

kJ^lnZ form I ' dM 1 dM 2 e- 1 n Tr ^ M ^ v ^- M ^ 



£l+ ——jur-'n 7 p., 

UL k ^form UL k 

1 

- ^ Tr M-f 



dM 1 dM 2 TV Mf e 



fc„-i Tr (V 1 (M 1 )+V 2 (M 2 )-M 1 M 2 ) 



(2-6) 

L'action de l'operateur d'insertion de boucles peut alors etre representee par : 

° F=-h(t±—±—\, (2-7) 



8Vi(x) \ x-M x 



9 Ce nom provient du fait qu'un tel operateur agit sur les surfaces generees en ajoutant un bord, 
e'est-a-dire en inserrant une boucle dans le graphe dual. Nous reviendrons plus longuement sur la 
description de son action dans la partie[9]de ce chapitre. 
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et plus generalement les fonctions de correlations Wk i sont donnees par : 



2-k- 



Ik I 

\ TT Tr — ~rr TT 



Vi=l 



Tr 



1 



Vi ~ M 2 



1 (2-8) 

ou l'indice c signifie que Ton ne tient compte que de la partie connexe. Ces fonctions de 
correlation sont dites "simples" car elles ne font apparaitre qu'un seul type de matrice (Mi 
ou M2) a Pinterieur de chaque trace. 

II est naturel de vouloir etendre cette definition a la valeur moyenne d'une classe plus 
grande de fonctions de Mi et M2 invariantes par action du groupe U(N) en melangeant les 
deux types de matrices : 



-f^fci,...,fe;;m;n(5 l l) $>2, ■ ■ ■ , Sf, xi, . . . , x m ; y±, . . . , y n ) :— h 2 1 m n 

I TT Tr ( 1 1 1 1 i i ^ x 

\ 11 yxi^-Mx y t}1 -M 2 Xi,2-M! yi, 2 -M 2 ' ' ' ij^-Mi y l , fel -M 2 J A 

\j=l 

m j n 1 y 

II u II 



s=l 



Vs-M 2 



(2-9) 

ou 5j represente la suite de long U6ur 

5, := y,,!, x ij2 , yi,2, Zi,3, 2/i,3, • • • , ^j,fe, 2/i,fc] (2-10) 

dans laquelle les variables de type x et y alternent. A cause de l'invariance cyclique de la 
trace, ce n'est pas Si a proprement parler qui intervient dans la fonction de correlation mais 
sa classe d 'equivalence sous les permutations cy cliques et il sera utile de representer cette 
derniere graphiquement par 



Si = 




(2-11) 



Ces fonctions de correlation plus compliquees sont dites "mixtes" puisqu'elles melangent des 
matrices Mi et M 2 a Pinterieur d'une meme trace. 

Que signifient ces nouvelles fonctions en termes combinatoires ? Considerons le cas le plus 
simple : ( Tr M^M^). Si Pon developpe en diagrammes de Feynman Pintegrale correspondante, 
on genere des surfaces qui comportent toutes un polygone hk + l cotes, k d'entre eux portant 
un spin + suivis de I spin — : 

k+1 
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Les surfaces generees par cette fonction de correlation sont done des surfaces a un bord de 
longueur k + I mais avec une condition de bord changeant deux fois. Cela signifie que, pour 
calculer les poids des surfaces generees, on fait comme si elles etaient entourees d'une couronne 
de longueur k + 1 composee de k polygones de spin + successifs suivis de I polygones de spin 

-E3 

D'un point de vue purement combinatoire, de telles fonctions de correlation ne 
peuvent etre simplement definies a l'aide des poids W considered jusqu'a present : on 
doit considerer une legere generalisation des cartes. On doit introduire des polygones 
a ^2 a= i k a + J2p =1 1/3 cotes de spins differents donnes par la sequence : 




(2-13) 

et de couleur i avec un poids t(k±,h,k 2 ,...,k K ,i L ),i- Les polygones considered jusqua present 
correspondent a (K, L) = (1, 0) pour ceux de spin + et (K, L) = (0, 1) pour ceux de spin 
-. Des lors, la generalisation de la fonction de partition est evidente : on considere l'en- 



semble des graphes construits avec ces nouveaux polygones 11 muni des poids W genera i 
induits par l'introduction des t^j^,...,^,^)^- La fonction de partition correspondante 
est alors donnee par : 

general 1= R e^^H^)^) J] [(& - Q( Vl - ^ W general (G) . 

eneral 

(2-14) 

Les fonctions de correlation mixtes sont alors obtenues en derivant la fonction de par- 
tition par rapport aux nouveaux poids avant de prendre ces derniers egaux a 0. Par 
exemple : 

9 In Zg enera i 



Of 



(k,l),i 



Tr M*M l 2 ) . (2-15) 



t(k 1 ,i 1 ,k 2 ,...,k K ,i L ),i-Q 



Remarque 2.2 Les resolvantes introduites ici comme fonctions de correlations, qu 'elles 
soient mixtes ou non, sont des series formelles en leurs parametres x et y, definies quand ces 
derniers tendent vers l'infini. Ainsi, en tant que fonctions de ces parametres complexes, elles 
sont en general multivaluees. Dans tous les cas, la bonne valeur est selectionnee par la regie 
suivante : 

It l — B) ^oo- (Tr B) . (2-16) 

x — M\ I x 

Ceci permet egalement de voir les fonctions de correlation simples comme des limites des 
fonctions de correlations mixtes par : 



10 On ne doit pas tenir compte du poids de la couronne clle meme mais seulement des contributions 
venant de l'interaction entre la courrone et la surface. 

11 Ces polygones portant plusieurs spins ne peuvent etre lies par leurs centres a aucun autre element 
de la carte. lis ne peuvent etre lies que par leurs cotes a des polygones de meme couleur. 
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3 Developpement topologique. 



Chaque terme de la serie formelle en T, T = '^^BkT k , est un polynome en 



k=0 



car l'exposant k majore le nombre de vertex formant les graphes G contribuant a B& 



(voir la discussion dans la preuve du theoreme 1.3). Ainsi, on peut noter : 



Bk 



21 1 



(3-1) 



et definir les termes : 



(3-2) 



k=0 



pour tout h positif ou nul. 

Or, en s'attardant sur la definition combinatoire de la fonction de partition Eq. (1 
61 ), on peut observer que ces termes correspondent au coefficient de N~ 2h dans l'energie 
libre. Par ailleurs, l'exposant de N dans le poids d'un graphe donne est sa caracteristique 
d'Euler-Poincare. Ainsi, en selectionnant un exposant particulier de par , on im- 
pose que les surfaces aient un genre h fixe : J 7 ^ est la fonction generatrice des surfaces 
connexes de S de genre h en utilisant le meme poids que pour Zj orm . On peut done 
ecrire le developpement topologique : 



2h 



h=0 



(3-3) 



comme une serie formelle en j^. 

De maniere analogue, on peut ecrire un developpement topologique 



Hk 1 ,k 2 ,...M;mjn ~y^N 2h Hki,k 2 ,.. 

h=0 



,ki ;m;n 



(3-4) 



pour toutes les fonctions de correlation selectionnant le genre h des surfaces ouvertes 
generees. 

Remarque 3.1 Le devellopement topologique est une serie formelle en ^ et n'a done au- 
cune raison de converger. Cependant, chacun des coefficients J-^ est une fonction analytique 
de ses parametres avec un rayon de convergence non nul comme nous allons le montrer dans 
ce chapitre. 



L'essentiel du travail presente dans ce chapitre consiste a calculer explicitement 
les differents termes et H h du developpement topologique de n'importe quelle 
fonction de correlation ainsi que de l'energie libre. 



4. CAS PARTICULIER : MODELE D'ISING. 

4 Cas particulier : modele d'Ising. 
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Nous avons considere dans la partie precedente un modele de matrices formel pour 
deux potentiels V\ et V 2 generiques et des fractions de remplissage quelconques. Dans 
cette partie nous etudions le cas particulier ou les valeurs propres de la matrice col 
autour de laquelle on developpe sont toutes egales : la matrice est totalement degeneree 
et une seule fraction de remplissage est non nulle et done egale a l'unite. II n'y a alors 
qu'une seule couleur sur les surfaces generees. Sans perte de generality, on peut supposer 
que cet unique point col (i.e. l'unique couple de valeurs propres des deux matrices col) se 
situe en (£, r\) = (0,0). Alors, la fonction de partition Zf orm est la fonction generatrice 
des surfaces fermees (connexes ou non) formees de fci-gones de spin +, avec k% < di, 
et de A^-gones de spin -, avec k 2 < d 2 , recolles par leurs aretes, en utilisant les poids 
suivants : 

- les fc-gones de spin + sont comptes avec un poids ^k j 

- les £>gones de spin - sont comptes avec un poids ^i k 

- les aretes communes a deux polygones de spin + sont comptees avec un poids 
i tg . 

N t 2 t 2 -l ' 

- les aretes communes a deux polygones de spin - sont comptees avec un poids 
i h ■ 

N t 2 t 2 -l ' 

- les aretes communes a deux polygones de spins differents sont comptees avec un 
Poids ^j±zi\ 

- les sommets sont comptes avec un poids N. 

Les fonctions de correlation H ku ___ jkl . m . n (Si, S 2 , . . . , Sf, xi, . . . , x m ; y u . . . ,y n ) sont 
alors les fonctions generatrices de telles surfaces connexes avec I + m + n bords et 
des conditions de bord differentes^Hl : 

- Les m bords associes aux variables Xj ont une condition homogene de type + ; 

- Les n bords associes aux variables ont une condition homogene de type - ; 

- Les I bords associes aux cycles Si ont une condition de bord non homogene donnee 
par l'alternance de condition + et de condition - suivant l'alternance des variables 
Xij et yij dans le cycle Si. 

Leur developpement topologique permet alors de selectionner le genre des surfaces 
generees : H k B ^ mtkl . m . n (Si,S2,-..,Si]Xi,...,x m ]yi,...,y n ) est la fonction generatrice 
des surfaces decrites plus haut avec la condition supplementaire qu'elles soient de genre 
9- 



1 II y a deux conditions de bord possibles decrites dans la partie 2. On appelera condition de type 
+ (resp. de type -) la condtion obtenue en fixant un polygone de spin + (resp. -) a l'exterieur de la 
surface 
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Dans la suite, il sera parfois utile de representer graphiquement ces fonctions de 
correlation en reference aux surfaces generees. On represente la fonction de correlation : 




(4-1) 

par une "surface" de genre g avec l + m + n bords sur lesquels les conditions de bords + 
et - sont representees par les variables x et y respectivement. Les bords ou la condition 
est homogene ont ete reduits en un point par souci de simplicite. De meme, les fonctions 
de correlation simples sont representees par : 



Wn, n (xi,...,x m ;y 1 ,...,y n ):= Xl 




-35 

y 2 



(4-2) 



Remarque 4.1 Cette representation prend tout son sens quand les fonctions de correlation 
sont effectivement fonctions generatrices de surfaces discretisees, c'est-a-dire lorsque Ton a 
un seul point col. Cependant, elle sera utile tout au long de cette these et sera reprise meme 
lorsque l'interpretation combinatoire des fonctions de correlation est legerement modifiee par 
l'existence de fractions de remplissage. 



5 Double limite d'echelle et limite continue. 

Si le modele a deux matrices formel permet de compter les surfaces discretisees, 
leur succes vient en partie de la conviction que ces surfaces composees de polygones 
donnent acces aux surfaces continues par une procedure de passage a la limite. Une telle 
procedure peut etre obtenue intuitivement en faisant croitre le nombre de polygones 
composant les surfaces tout en reduisant leur taille de maniere a garder l'aire de la 
surface constante. 

Plus precisement, en gravitation quantique (ou theorie des cordes), on veut pouvoir 
calculer une integrate de la forme 

Zcont = Y,f VZ g e~ E ^ (5-1) 
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ou l'integrale porte sur toutes les surfaces fermees de genre g et E(H g ) est Taction 
d'Einstein-Polyakov definie par Eq. ( |2-7 ) du chapitre 1 : 

E(E g ) := 4ttG(2 - 2g) + AAire(£ g ) + Champ de matiere couple. (5-2) 

Pour pouvoir approcher cette quantite par les integrates de matrices formelles, on 
discretise les surfaces S 9 en les decoupant en polygones d'aire moyenne e 2 . En effet, 
on peut alors approcher chacun des termes constituant Z cont par le terme de genre 
Jjmm du developpement topologique de l'energie libre d'un modele a deux matrices 13 



(si Ton a besoin d'imposer une structure de spin de type Ising pour la matiere couplee 
a la gravite) a condition d'identifier les parametre des deux theories : 
- La taille des matrices a considerer N est liee au parametre G par : 

lnNocG; (5-3) 



On associe une constante cosmologique couplee a chaque type de polygone 



ii 



A k e 2 = ln{t k ) - k - ln(T) , A k e 2 = ln(t fe ) - k - ln(T). (5-4) 

II faut maintenant faire tendre la taille des polygones e 2 vers tout en gardant 
l'aire totale finie, i.e. il faut faire tendre le nombre moyen de polygones vers l'mfini de 
maniere a compenser leur petite taille. Or, on peut voir aisement que le nombre moyen 
de polygones dans une surface de genre g est donne par : 

<n k >=t k °^ , <n k >=t k -^. (5-5) 
ot k dt k 

II est done necessaire que le nombre total de polygones t k 8J g^ M +t k a: ^ M diverge 
comme e~ 2 , ce qui peut etre obtenu en reglant de maniere appropriee les coefficients 
des potentiels du modele a deux matrices considere. 

On voit en particulier qu'il existe plusieurs fagons d'approcher cette limite conti- 
nue : on peut favoriser certains types de polygones au detriment des autres ou bien 
tous leur donner la meme importance. Ces differentes limites correspondent a appro- 
cher des points critiques ou multi-critiques correspondant a des singularites de types 
differents dans l'espace des modules du modele a deux matrices et permettent d'at- 
teindre differentes theories conformes couplees a la gravite. 

Nous reviendrons en detail sur cette procedure de passage a la limite dans la partie 
[6] du chapitre 4 lorsque nous aurons tous les outils necessaires pour la decrire rigoureu- 
sement. 



6 Equations de boucles. 

Parmi les nombreuses approches utilisees pour tenter de resoudre les modeles de 
l'une a apporte des resultats tres concluants dans l'etude de differentes 



matrices 



15 



13 Lorsqu'il pourra y avoir confusion sur lc modele auquel se rapport l'energie libre, nous utiliserons 
Tindice 2MM pour identifier le modele a deux matrices. 

14 On considere ici le cas presente dans la partie precedente ou il n'y a pas de fraction de remplissage 
a fixer. 

15 Ce terme generique inclus et confond de maniere abusive les differentes definitons de l'integrale 
matricielle Z. 
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integrates de matrices formelles : la methode dite des equations de boucles. Celle-ci 
consiste a obtenir une hierarchie d'equations satisfaites par les fonctions de correlations 
et l'energie libre par "integration par partie" de Z. Ces equations portent en fait 
plusieurs noms suivant la maniere dont elles ont ete obtenues et surtout le contexte 
dans lequel elles ont ete derivees. Du point de vue des physiciens, elles sont appelees 
equations de Schwinger- Dyson en theorie des champs et furent obtenues en combina- 
toire des cartes triangulees sous le nom d'equations de Tutte ( |102l IT03] ). 

Formellement, en utilisant les notations en termes d'integrales matricielles, ces 
equations signifient que l'integrale de matrice reste inchangee par un changement de 
variable Mj — > Mi + eSMj. En considerant un choix de 5M assez large, on peut refermer 
l'ensemble d'equations obtenu et ainsi resoudre le modek 16 



6.1 Derivation des equations de boucles. 

Dans ce paragrpahe, je presente la recette a utiliser pour deriver les equations 
de boucles satisfaites par les fonctions de correlation et l'energie libre. La derivation 
rigoureuse, plus technique, consiste a effectuer un changement de variables dans les 
integrates gaussiennes composant la fonction de partition. Elle peut etre trouvee dans 
pf§] . Cependant, le lecteur uniquement interesse par la resolution de ce modele peut se 
contenter de cette partie. 

Lorsque Ton effectue un changement de variable 

Mi -> Mi := M 1 + ef(Mi, M 2 ), (6-1) 

on change Faction dans Z, d'une part, ainsi que la mesure par l'intermediaire du 
jacobien du changement de variable d'autre part : 

dM t dM 2 Q-TiTriV^M^+V^M^-M^h) 

dM x dM 2 e - W^O+^W-JfcAf,) 

dM t dM 2 e-kTrmMiWiMJ-MM) x 

x (1 + e(J(Mi, M 2 ) - K(M 1 , M 2 )) + 0(e 2 )) 

(6-2) 

ou J(Mi, M 2 ) et K(M 1 , M 2 ) correspondent a l'ordre 1 en e respectivement du jacobien 
du changement de variable et de la variation de Paction et sont definis par 

det|j| = l + 6j(M 1 ,M 2 ) + 0(6 2 ) 

^Tr (V X {M X ) + V 2 {M 2 ) - MiM 2 ) = ^Tr {V X {M X ) + V 2 (M 2 ) - M X M 2 ) 

+eK(M x ,M 2 ) + 0(e 2 ). 

(6-3) 



16 En fait, les equations obtenues ne semblent pas etre fermees a premiere vue. Pour rccllcmcnt les 
fermer, il faut faire appelle a des notions de geometrie algebrique et a la courbe spectrale definie dans 
la partie suivante. 
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A l'ordre 1 en e, cette invariance se traduit par 

(J(M U M 2 )> = (K(M h M 2 )> . (6-4) 

Determination de J(M 1 ,M 2 ) et de K(M 1 ,M 2 ). 

- Le terme correspondant a la variation de Paction est obtenu facilement et s'ecrit 

K(M 1 ,M 2 ) = ^Tr[V((M 1 )f(M 1 ,M 2 ) - M 2 /(M 1 ,M 2 )]. (6-5) 

- La determination de J(M 1; M 2 ) est quant a elle moins evidente, mais peut etre 
resumee par deux regies simples, que nous designerons par le noms de regies 
"split" et "merge" Q47J). Celles-ci correspondent en fait aux deux types de chan- 
gement de variables effectues en pratique. II est interessant de rederiver ces regies 
comme un exercice par le calcul explicite du Jacobien du changement de variables. 
Pour ce faire, il est important de noter que les variables independantes de la ma- 
trices M sont les elements M iti ainsi que Re(Mij) et Im(Mij) pour i < j (voir 
[4"5]). A ces deux regies vient egalement s'ajouter la regie de chaine valable pour 
tout type de changement de variable. 

Regie de chaine. 

Pour un changement de variable faisant apparaitre plusieurs facteurs, on applique 
les regies Split et Merge successivement a chacun des termes en suivant la regie 
de Leibnitz : le resultat est la somme des termes obtenus en utilisant les regies 
Split et Merge a chacun des facteurs en gardant le reste constant. 

Regie Split. 

Le premier type de changement de variable que nous devons considerer correspond 
a /(Mi,M 2 ) = A^^B oil A et B sont des fonctions de M 1 et M 2 . Alors la 
correction issue du Jacobien s'ecrit : 

J(M l5 M 2 ) = Tr[A l — )Tr( Vr fi l 

+ contributions venant de A{M\) et B[M\). (6-6) 

Ainsi, chaque fois que Ton rencontre un terme du type X } M en dehors d'une 
trace, on "coupe" l'expression en deux traces en introduisant un facteur X 2 M 
dans chaque trace. 

Regie merge. 

On rencontre egalement des changements de variable du type f(Mi,M 2 ) = 
ATr (^ x ^ Ml Bj . On a alors : 

J{M X ,M 2 ) = Tr (a — -tt-B — ~irr) 
\ x — Mi x — Mi ) 

+ contributions venant de A (Mi) et B(Mi). (6-7) 



54 



CHAPITRE 2. MODELE A DEUX MATRICES HERMITIENNES. 



C'est-a-dire que, chaque fois que Ton rencontre un terme X ^ M dans une trace, 
on regroupe toute l'expression a l'interieur d'une meme trace en remplagant " Tr" 
par un duplicata du facteur * . 



7 Limit e planaire. 

Chacune des fonctions de correlation entrant dans les equations de boucles a un 
developpement topologique en jp . Ainsi chaque equation de boucle peut etre 
decomposed en une hierarchie infinie d'equations portant sur les termes developpement 



de 't Hooft de ces observable^ Nous nous interesserons dans cette partie aux fonc- 
tions generatrices des surfaces de genre nul, c'est-a-dire aux termes dominants dans les 
developpement s en -Xj. Nous n'etudierons done que la premiere equation de chacune 
de ces hierarchies : celle qui correspondrait a la limite obtenue lorque la taille de la 
matrice tend vers l'infini. 

Attention. 

Considerer la limite planaire des equations de boucles ne veut pas dire que les 
coefficients d'ordre inferieur dans le developpement topologique sont negligeables par 
rapport a ceux d'ordre superieur. Cela signifie juste que Ton travaille avec les termes 
de l'ordre des series formelles definissant les observables du modele et rien de plus. II 
faut done se mefier de ce terme "limite planaire" qui ne designe en fait aucune limite. 

7.1 Equation de boucle maitresse et courbe spectrale. 

Considerons dans un premier temps le changement de variables le plus simple faisant 
intervenir la matrice Mi : 

M 2 - M 2 + e— 1 — . (7-1) 
x — Mi 

L'equation de boucle associee s'ecrit alors simplement en utilisant la regie split 



Eq. (6-6) : 



xW h0 (x) - 1 = i (rr^^-ViiM,) ) . (7-2) 



Le changement de variable, polynomial en y : 



Ml ^M 1 + t | ' lbM| (7-3) 
l x-Mi y-M 2 ' 



donne, en utilisant (7-2), l'equation de boucle : 



(y - Y(x))U(x, y) = V^(y)W 1 , (x) - P(x, y) - xW 1>0 (x) + 1 - ^U{x, y; x) (7-4) 



17 C'est la maniere intuitive de voir les choses. Ici, les equations de boucles ressommees, ou tous les 
termes du developpement topologique sont regroupes dans une serie infinie, ne sont qu'une notation 
pratique pour decrire de maniere concise l'ensemble de la hierarchie d'equations correspondant a 
chaque coefficient des puissance de -Xs. 
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ou Ton a note : 

£ , (l , y): 1/^. 1 IhMn 1 \ (7 . 7) 
v y> N \ x - Mi y - M 2 x- M 1 / c ( J 

Hz):=KW-^(lV^). (7-8) 
U(x,y) etant un polynome en y, il n'a pas de singularity pour y fini, et l'equation 

(7-9) 



et 



(7-4) prise en y = Y(x) s'ecrit : 



V = Y(x) 

(Vl(y)-x)(V{(x)-y)-P(x,y) + l = ±U(x,y;x) ' 
En notant le polynome de degres (di + 1) en x et (cf 2 + 1) en y : 

2/) = (K>'(y) - x){V[{x) -y)- P(x, y) + 1, (7-10) 
on peut reecrire l'equation precedente en : 



E(x,Y{x)) = -^U(x,Y(x);x) 

1 (7-11) 

appelee equation de boucle maitresse. 

Lorsque Ton considere la limite planaire, i.e. l'ordre de cette equation, on obtient 
une equation algebrique : 

£(x,Y {0 \x)) = (7-12) 



ou 



£(x,y) := (F 2 '(y) - x){V{{x) - y) - P {0 \x,y) + 1 



(7-13) 

est l'ordre dominant du developpement topologique de E. On a ainsi associe une courbe 
algebrique au modele a deux matrices : 

£(x,y) = (7-14) 

que nous nommerons courbe spectrale classique puisqu'elle correspond a la limite 
planaire N — > oo, i.e. la limite classique h — > 0. 

Cette courbe algebrique est un objet fondamental de la resolution des equations 
de boucles. En effet, tous les termes du developpement topologique des fonctions de 
correlations (et pas seulement leur limite planaire) seront obtenus en termes de fonc- 
tions defmies sur la surface de Riemann compacte associee a S. En d'autres termes, 
les modules de S contiennent toute l'information necessaire a la determination de 
l'integrale matricielle Z. 



Remarques 
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L'equation £ (x, Y^(x)) = permet de fixer de maniere implicite la fonction 
Y^°'(x) et done W 1 (x). Cependant, cette equation a^ + l solutions a x donne. 
Ceci montre que Wi t o(x) est a priori une fonction multivaluee dans C. Cepe- 
dant celle-ci est monovaluee en tant que fonction sur la surface de Riemann 
associee a £ : les differentes valeurs pour un x donne correpondent alors a la 
structure en feuillets de £ ( voir la partie 8.1). II ne faut cependant pas oublier 
que Wifl(x) est defini comme une serie infinie en x qui n'a de sens que pour 
x — > 00. Cette contrainte supplement aire permet de retrouver quelle est la bonne 
valeur de Wi t o(x) pour un x donne. 

Pour deriver la courbe spectrale classique, nous avons pris le parti de privilegier 
Mi. Mais nous aurions pu effectuer exactement la meme derivation en privilegiant 
M 2 dans les changements de variables, auquel cas la limite planaire de l'equation 
de boucle maitresse aurait donne : 



£(X(°\y),y) = 0, (7-15) 

oil Ton note 

X(y): = Vi(y)-(Tr-L^. (7-16) 

Ainsi, au lieu de travailler avec £ (x, y), il faudrait travailler avec £ (y, x). Cepen- 
dant, par definition, les resultats ne doivent pas dependre de ce choix et Ton voit 
apparaitre un premiere propriete de symetrie des fonctions de correlations. 



7.2 Limite planaire des fonctions de correlation mixtes. 

De maniere generale, le developpement topologique des fonctions de correlation ne 
peuvent pas s'exprimer sans faire appel a des notions de geometrie algebrique et aux 
specificites de la courbe spectrale £. Cependant, ceci n'est plus vrai si Ton se limite a 
l'etude de la limite planaire, i.e. l'ordre dominant quand iV — > oo. Grace a une jolie 
formule similaire a une Ansatz de Bethe, il est possible d'exprimer n'importe quelle 
fonction de correlation mixte en termes de produits de traces mixtes a deux points 
( Tr — \j — Vr ) avec des coefficients rationnels. 

\ x-Mi y-M 2 I 

Dans cette partie, par souci de brievete dans les notations, on les simplifiera en 
notant l'ordre dominant des traces mixtes par 



Hl 0) := 4, ( Tr \ r \ r \ r \ r . . . \ r \ r ) + 5, 



1/1 1 1 1 1 

M~ iyk -M 2 ) +< 

(7-17) 
et 2k 

operateur de bords, i.e. des disques avec 2k operateur de bords que Ton represente 



k ' N\ x 1 -M l y 1 -M 2 x 2 -M l y 2 -M 2 ---x k -M l y k -M 2 1 AJ " 
i.e. est la fonction generatrice des surfaces de genre zero avec un bord et 2k 



7. LIMITE PLAN AIRE. 
comme dans Eq. (2-11) par 
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H, 



(o) 




(7-18) 



Un resultat classique donne la fonction de correlation mixte la plus simple en termes 
de la courbe spectrale par : 

Lemme 7.1 La fonction generatrice des disques avce deux operateurs de bords est 
donnee par : 



H[°\x,y):- 



£{x,y) 



(X(°)(y)-x)(y-Y(°)(x))' 



On peut alors montrer que pour tout k, est decomposable sur la base des H\ 
suivant le theoreme : 

Theoreme 7.1 Pour tout k > 1, la fonction a k points H^(xi, y%, X2, V2-, ■ ■ ■ ^k-iVk) 



(7-19) 

(0) 







k 


H i°\x 1: y u .. 




■ -,x k ,y k ) ^Hf\x h y a{ i)) 






i=l 



(7-20) 

ou les coefficients sont des fractions rationnelles des Xi et des yi independantes 
des potentiels et avec des poles, au plus simples, situes a points coincidents et ou S k 
est L ensemble des permutations planaires de (1,2, ... ,n). 

Precisons tout d'abord ce que Ton entend par permutation planaire : 

Definition 7.1 Une permutation a de (1, 2, . . . , k) est dite planaire si 

n cy cies{(y) + n cycles (S o a) = k + 1 (7-21) 

ou S est la permutation cyclique : 

3(i) =i + l[k] (7-22) 

e-t n cyc i es (a) est le nombre de cycles dans la decomposition de a en cycles irreductibles. 
On note S k V ensemble des permutations planaires de (1,2, ... ,k). 
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Cette notion de planarite se refere a une representation des permutations par des 
systemes d'arches qui nous sera utile tout au long de cette partie. 

Soit une permutation a de (1,2, ... ,k). Pour la representer, plagons les variables 
(xi,yi, x 2 ,y2, • • • , Xk, Vk) sur un disque en preservant leur ordre : 




(7-23) 



La permutation a est alors simplement representee en reliant les points x% aux points 




(7-24) 

La condition de planarite signifie alors que le systeme d'arches representant a est 
planaire, i.e. ne presente aucun croisement. En effet, chaque face ainsi dessinee dans 
le disque correspond a un cycle de la decomposition de a et de S o a et Ton a traduit 
la condition de de planarite par la relation d'Euler-Poincare. Le nombre d'elements de 
Sk est donne par les nombres de Catalan : 

Card (S~ k ) = Cat(k) = ^ (7-25) 

Cette representation en termes de systemes d'arches est egalement utile pour cal- 
culer la valeur des termes Ci?\ 
Preuve: 

18 Dans cette representation, les variables x et y marquent des demarcations sur le bord alors qu'ils 
ont ete introduits comme fugacites associees a la longueur des difTerentes conditions de bords. Ainsi, 
en termes de surafces discretisees, elles ne devraient pas se situer a des interfaces mais entre deux 
interfaces. 
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Je vais montrer ici d'ou vient cette decomposition sans montrer comment calculer 

(k) 

les coefficients ■ La derivation montree ici est bien plus simple et elegante que celle 
presentee dans [I]. Elle est due a L. Cantini 

Les H^' satisfont l'equation de boucles obtenue par le changement de variable 
5M 2 = — K- r Kjt ■ ■ ■ — hti ^rr en ne gardant que les coefficients de N dans le 

z xi-Mi yi-M 2 Xk-Mi Vk~M 2 to M 

developpement topologique : 



(X(y k ) - xi) H { k ° ) (x 1 ,y 1 ,x 2 , ■ ■ -,x k ,y k ) 
n k _j{x J+ i, ■ ■ ■ , ///, ) i/ ( 



fc-jV x j+l? • • • 5 %V ^(o) 



J/fc - Vj 



H»>( Xl ,..., yj ) 



(7-26) 



-P°lykVz(y(k))H k \xi, . ■ ■ ,yk) 



ou Pol x f(x) indique la partie polynomiale de f(x). 

Si Ton effectue le changement de variable 5M 2 = — K- r hrr ■ ■ ■ — hr r Srr Qui 

consiste a lire la suite Xi,yi,x 2 ,y 2 , ■ ■■,x k ,y k dans l'autre sens, on obtient l'equation 
de boucles : 

, y k -i, x fc _i, . . . , y 2 , x 2 , y u x^y k ) 

_ H f\ x ^yj-^ ■ ■ -lyiiXuVj) - H f\ x ^Vj~i ■ ■ -,yi,xi,y k ) ^ 



yj - yk 



x H k }Ax k ,y k ^ l7 x k ^ l7 . . .,x i+1 ,yj) 



p ol yk V 2 \y(k))Hl°\x k ,y k -i,x k - l} . . . , y 2 , x 2 , y h x u y k ). 



(7 - 27) 



Or, H^\x kj y k -i, x k ^x, . . . , y 2 , x 2 , yi, X\,y k ) decrit les memes objets combinatoires 
que H^\xi,yi,x 2 , . . . ,x k ,y k ) mais avec l'orientation du bord inversee. En effet, ces 
deux fonctions sont les fonctions generatrices des disques avec 2k operateurs de bords 
mais si l'un les decrit vus du dessus, l'autre les decrit vus du dessous : 



H k \x k ,y k -i,x k -i, . . . ,y 2 ,x 2 ,y 1 ,x 1 ,y k ) = H { k u> (x 1 ,y 1 ,x 2 , . . .,x k ,y k ) 



(o). 



(7-28) 



car 





(7-29) 



Cette propriete permet d'ecrire la seconde equation de boucle Eq. (7-27) sous la forme : 



(X w (y k ) - x k ) H i ®\x 1 ,y 1 ,x 2 , . . .,x k ,y k ) 
y\ H j°\xi,yi,- ■ • - H^jxuyi, . . .,x j} y k ) ^ 

i=i 



Vj - Vk 
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xH£z j (x j+1 , y j+ i, y k -i, x k , Vj) 
-Pol yk V 2 \y{k))Hf ] \x 1 ,yx,x 2 , . . .,x k ,y k ). 

(7 - 30) 



La difference avec Eq. (7-26) prouve le theoreme : 
H k °\x 1 ,y 1 ,x 2 ,.. -,x k ,y k ) 



Efc-1 H^°\x 1 ,y 1 ,...,x j ,y j )Hl°} j (xj +1 ,yj +1 ,...,x k ,y k )-idem(y k ^y J ) 31) 
i= l (xk-xi)(y k -yj) 

□ 

Les coefficients rationnels sont facilement decrits en termes des Cj^ unique- 
ment par le theoreme : 

Theoreme 7.2 Pout tout k > 1, et toute permutation G S k , est une fonction 
rationnelle de ses arguments x\,...,y k , par : 

• Ci?\xi, yi, x 2 , ■ ■ ■ , x k , y k ) : = si a n'est pas planaire ; 

• Si a est planaire, on decompose a et S o a en leurs produits de cycles : 

a = o\o 2 ■ ■ .07 , S o a = b\b 2 . . . dj (7-32) 

tels que : 

0j = ■ ■ ■ ,ij,i 3 ) , o-{i j;m ) = ij >m+ i (7-33) 

h = *i,2, • • • , ijfi) , crfem) = ij,m+i - 1 (7-34) 



/ 



@i yii %2, ■ ■ ■ , X k , y k ) :— W^Id i X ij,ii Vij,2J X ij,2i Vij,3i ■ ■ ■ i X ij,l-i 

3=1 
I 



3=1 

r 

(7 - 35) 



Ce theoreme signifie que pour calculer un coefficient , ils suffit de dessiner 
les syteme d'arches correspondant a la permutation a. Si deux arches se croisent, le 
coefficient a pour valeur 0, sinon il est egal au produit des C/d pris sur chacune des 
faceJ^l 

Exemple 7.1 Considerons la permutation a £ S\ 2 donnee par : 

= ( 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 \ 
° 3 1 2 7 6 5 4 8 12 10 9 11 ' [ 1 



19 Attention ! Les faces correspondant a a et S o a doivent etre orientees de manieres opposees. 
Par exemple, l'identite et a permutaion cyclique ne donnent pas le meme resultats a cause de cette 
orientation. 
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Sa decomposition en cycles s'ecrit : 

a = (1, 3, 2)(4, 7)(5, 6)(8)(9, 12, 11)(10) (7-37) 
et celle de S o a est donnee par 

S o a = (1, 4, 8, 9)(2)(3)(5, 7)(6)(10, 11)(12). (7-38) 

// en resulte le decoupage du disque en faces par le systeme d 'arches associe a a : 




(7-39) 



io y 9 

Celui-ci nous permet de determiner le coefficient : 

Ci 12) = cf i d ) (x 1 ,y 3 ,x 3 ,y 2 ,X2,yi)C < fJ(x 5 ,y 6 ,X6,y 5 ) 

(3) (2) 

c id ( x 9, 2/i2, x-n, yn, xn, y 9 )Cy (x 4 , 2/7, x 7 , y±) 
Cj 4 d \x 1 ,y 3 , X4, 2/7, x 8 , ys,xg, 2/i2)C^ ) (x 5 , y 6 , x 7 , y 4 ) 
C/d (zio, 2/10,^11,2/9)- 

(7 - 40) 

(k) 

II reste maintenant a determiner les briques de bases C Id . Elles sont donnees par 
Lemme 7.2 Les C^d) son t definis de maniere unique par la relation de recurrence 



c (?d)( x i>yi) 



c (i ) d )( x i,---,yk) 



(7-41) 



1, 

y-l C(id)( x ii yii ■ ■ ■ ■> x j->yj)C'lid)\ x j+ i -> yj+i-> ■ ■ ■ > ^ 



II existe une maniere efficace et simple de decrire les solutions de cette equation a 
l'aide d'une representation sous forme d'arbres. La procedure a mettre en oeuvre est 
decrite en appendice de [I]. 
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8 Developpements topologiques et geometrie algebrique. 

Cette partie represente le coeur de cette these. Apres avoir rappele les definitions et 
proprietes de geometrie algebrique necessaires a la comprehension des resultats prin- 
cipaux de ce chapitre, nous montrerons comment calculer les expressions explicites de 
tout le developpement topologique d'une grande famille d'observables du systeme ainsi 
que de l'energie libre comme fonctions sur la courbe spectrale classique. 



8.1 Rappels de geometrie algebrique. 

Le propos de cette these n'etant pas la geometrie algebrique a proprement parler, 
nous ne presenterons ici que les notions necessaires a la lecture des paragraphes suivants. 
Le lecteur interesse pourra se reporter aux ouvrages [53] et [52] pour les approfondir. 



Equation algebrique et surface de Riemann compacte associee. 

Soit une equation algebrique 

£(x,y)=0 (8-1) 

ou £ est un polynome de degres d\ + 1 et d 2 + 1 en ses deux variables x et y. On appelle 
£ la surface de Riemann compacte associee, c'est-a-dire qu'il existe deux fonctions 
meromorphes x : £ — > C et y : £ — > C telles que 

£(x, y) = ^ 3p e E tel que | * = ^ . (8-2) 

On associe ainsi a une courbe algebrique £ une surface de Riemann compact S. Dans 
toute la suite, on parlera done indistinctement de surface de Riemann ou de courbe 
algebrique. 

Remarque 8.1 Lorsque l'equation algebrique est de la forme 

nbp 

y 2 = JJ(x - a 2 i)(x - a 2 i+i), (8-3) 

i=0 

on parle de courbe hyperelliptique. Ces courbes ont des proprietes particulieres que nous 
decrirons dans la partie [T]du chapitre suivant. 



Polytope de Newton. 

La courbe algebrique £ peut etre caracterisee par les coefficients de son develop- 
pement autour de x, y — » oo : 

di+l d 2 +l 

£(x, y ) = j2J2 E ^ xl y'- ( 8 - 4 ) 

i=0 j=0 

Un outil tres utile a l'etude des proprietes de E consiste a representer graphiquement 
ces coefficients : on associe a tout ^ un point a la position du plan. Le 
polygone ainsi obtenu est appele polytope de Newton de £ . 
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On peut directement lire sur ce polytope certaines proprietes de S. Par exemple 
le genre maximal de la surface E associee est egal au nombre de points strictement 
contenus a l'interieur du polytope. 

On peut egalement y lire les proprietes des points a rinfini de S, c'est-a-dire des 
poles de x et de y. Pour ce faire, il faut regarder l'enveloppe externe du polytope, i.e. la 
frontiere du plus petit domaine convexe contenant tous les points du polytope. Cette 
frontiere est composee des deux segments [(0, 0), (di + 1, 0)] et [(0, 0), (0, d 2 + 1)] d'une 
part mais aussi d'un ensemble de segments {Segi = [ui, Mj+i]}j=i...p-i ordonnes tels 
que Mi = (0, d 2 + 1) et u-p = (di + 1,0). On peut alors montrer que chaque segment 
Segi correspond a un pole de la forme ydx dont le degre est donne par la pente du 
segment correspondant. 



Exemple 8.1 Considerons la courbe 

S(x,y) = x + x 3 + x 2 y 2 + y 3 + xy 2 . (8-5) 

Son polytope est 




(8-6) 



On peut y voir par exemple que £ a un genre g < 3 et deux points a I'infini. 



Structure en feuillets. 

Considerons l'equation algebrique Eq. ( 8-l[ ) comme une equation en y a x fixe. Elle 
ad 2 + l solutions, i.e. pour tout x (ou presque) 

3(p°,p\ . . . ,p d2 ) G S d2+1 tels que Vz x(p*) = x. (8-7) 

On a done une structure en d 2 + 1 feuillets en x, c'est-a-dire que Ton a, de maniere 
generique, d 2 + 1 copies de C superposees se projetant toutes sur la base x. 
De meme, on notera les differents feuillets en y par : 

3(f,f, . . .,p d2 ) e tels que Vz y(f) = y. (8-8) 

On peut exprimer S de maniere a faire apparaitre explicitement ces structures en 
feuillets : 

d 2 di 

£(x(p), y(q)) = E 042 ]J(y(q) - y(p 1 )) = E dl , JJ(x(p) - x(q 1 )). (8-9) 

i=0 i=0 
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P) 


a o a i 
! i 


/ 




a 3 / 



Fig. 2.1 - Representation du tore sous la forme de deux feuillets en x relies par deux 
coupures, c'est-a-dire deux spheres de Riemann recollees le long de deux segments. 



Points de branchement : 

On nomme point de branchement en x tout point ou la different ielle dx 
s'annule : 

dx(a t ) = 0. (8-10) 

Dans cette these, nous supposerons toujours que les points de branchements sont des 
zeros simples de dx, c'est-a-dire qu'au voisinage d'un point de branchement 
comporte comme le carre de y : 



y{p) r 



x{p) 



x\aj 



(8-11) 



Ces points correspondent aux points ou deux feuillets se croisent : deux points p 1 
correspondant au meme x se rencontrent. En effet, pour tout point p au voisinage d'un 
point de branchement a i; il existe un unique point p tel que x{p) = x(p) et p approche 
ai quand p — > a,i (voir fig. 2.2). La courbe algebrique £ peut alors etre vue comme 
c?2 + 1 spheres de Riemann recollees entre elles par des segments reliant les points de 
branchement en x. On passe de l'une a l'autre en traversant ces segments. 

Remarque 8.2 La definition du point conjugue p de p depend en general du point de 



branchement m considere (voir par exemple la figure 2.2). Cependant, dans la mesure oil 
il sera toujours clair a quel point de branchement on se refere, nous omettrons de preciser 
celui-ci dans la suite. 



Remarque 8.3 La representation de la surface de Riemann sous forme de feuillets relies 
par des coupures semble indiquer qu'il existe une relation entre le nombre de points de 
branchements et le genre de la surface. Ce lien est obtenu par le theoreme de Riemann- 
Hurwitz qui dit que le nombre de points de branchements #b.p et le genre g sont relies par 
l'equation : 

#b.p 



-d 2 + 



3-12) 
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Fig. 2.2 - Exemple de courbe S(x,y) presentant deux points de branchements en x. 
On peut voir que le point conjugue n'est pas globalement defini. 

Structure modulaire. 
• Base de cycles. 

Lorsque la courbe £ a pour genre g, il existe 2g cycles non triviaux homologiquement 
independants. On peut alors choisir une base symplectique {{A^ i3j)}i=i... 9 telle que 

Ai n Bj = s {j , Ai n A 5 = o , B { n Bj = o. (8-13) 

En decoupant la surface le long des cycles A et B ainsi choisis, on obtient un domaine 
simplement connexe comme decrit sur la figure |2.3| : le domaine fondamental. 

Sur cette courbe, il existe g formes holomorphes lineairement independantes 
dui, . . . , du g , que Ton choisit normalisees sur les cycles A : 



dui = Sij. (8-14) 



4< 



Ces differentielles permettent de definir la matrice des periodes de Riemann 

caracteristique de la surface E. C'est une matrice r de taille g x g dont les elements 
sont les integrales des differentielles holomorphes sur les cycles B : 

Tij = (p du^ (8-15) 



—3 

Cette matrice r est symetrique et satisfait 

Ty = Tji , Imr > 0. (8-16) 

Des lors, considerant un point p G S n'appartenant a aucun cycle A ni B, on definit 
l'application d'Abel 

rp 

Ui(p) = / dui (8-17) 



I'O 
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Fig. 2.3 - Le domaine fondamental du tore est un losange obtenu par decoupage de la 
surface de depart suivant les cycles A et B. 

ou le contour d'integration est dans le domaine fondamental. 

Le vecteur a g composantes u(p) = («i(p), . . . ,u g (p)) transporte la courbe dans sa 
jacobienne. 

Notons que l'application d'Abel depend du point de base po mais celui-ci n'aura 
aucune influence dans toute la suite. 

Fonctions theta et formes premieres 

On appelle caracteristique tout vecteur z 6 C 9 s'il existe deux vecteurs a coeffi- 
cients entiers a e Z 9 et b e Z 9 tels que : 

a + r.b 

z = — ^— . (8-18) 
On dit que z et une caracteristique impaire si 

9 

'^^a i b i = impair. (8-19) 

i=i 

Etant donnees une caracteristique z = ^2^, une matrice symetrique = Tji telle que 
Imr est definie positive et un vecteur v G C 9 , on definit la fonction theta 

z ( VjT )_ ^ e ^(n-b/2)'r(n-b/2) e 2i7r(v+a/2)'.(n+b/2)_ (8-20) 
neZa 

Si z est une caracteristique impaire, 8 Z est une fonctions impaire de et on definit 
la forme holomorphe 

dh z (p) = ^Tdui{p) 



dvi 
i=i 



(8-21) 

v=0 



Elle a g — 1 zeros qui sont des zeros doubles. On peut done considerer leurs racines 
carrees defmies dans la domaine fondamental et la forme premiere : 

£(M) = phM. (8 . 22) 
\/dh z (p) dh z (q) 
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En particulier, on a alors Z (0, r) = 
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On peut montrer qu'elle est independante de z et qu'elle n'a qu'un zero sur la 
diagonale p = q et aucun pole. 

Structure complexe. 

En plus de la structure modulaire de £, on doit egalement decrire sa structure 
complexe, c'est-a-dire les proprietes des fonctions meromorphes x(p) et y(p). Plus 
precisement, il nous suffit ici de preciser les modules caracterisant la forme differentielles 
ydx : sa structure de poles, son comportment au voisinage de ceux-ci ainsi que son com- 
portement le long des cycles A. 



On note {ai}i=i...v les poles de ydx 21 et z ai une variable locale au voisinage de c^. 
Pour definir cette derniere, considerons trois cas : 

- soit «j est un pole de degres di de x, auquel cas on definit : 

*«i(p) :=*(p)*; (8-23) 

- soit aj n'est ni un pole de x ni un point de branchement en x mais un pole de y. 
Alors, on definit : 

^(p):= ( , 1 f v (8-24) 
x(p) - x{ai) 

- soit ol{ est un point de branchement en x (i.e. un zero simple de dx) et done un 
pole de y. Dans ce cas 

z ai (p) := 1 =. (8-25) 

\/x(p) - x((Xi) 

Dans tous les cas, z ai (p) a un pole simple quand p — > oii et done C<h(p) '■= ip) a 
un zero simple, defmissant ainsi une bonne variable locale au voisinage du point a%. 

Les temperatures. 

Un premier ensemble de modules est simplement donne par les residus de ydx en 
ses poles : 

t ,i := Res y(p)dx(p). (8-26) 

Remarque 8.4 Les temperatures ne sont pas des modules independants. En effet, il est 
facile de voir que 

V 

5^*o,< = 0. (8-27) 

i=i 

Les modules aux poles. 

Les ordres sous-dominants dans le developpement de taylor de ydx donnent les 
autres modules de cette forme lies aux points a l'infini sur la surface. Pour les decrire, 
on introduit un "potentiel" associe a chacune des singularites de la surface : 

Viip) := Res y{q)dx{q) In (l - . (8-28) 



21 Rappelons que le nombre de points a l'infini, V, peut etre connu en representant le polytope de 
Newton de £. 
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C'est un polynome en z a .(p). On peut done l'ecrire : 

degv, 

Vi(p):= £ *i,i<(p)- ( 8 - 29 ) 

Remarque 8.5 La donnee de ces modules caracterise bien le comportement de ydx aux 
voisinage des poles car 

yteto-r^Mip) - t /-^M + o (8 .30) 

ou la differentielle 

dVi(p) = Res y{q)dx{q) f ZaM (8-31) 

2 Qi (p) ~ Z ai {q) 



satisfait 



Res dVAp) = 0. (8-32) 



Les fractions de remplissage 



22 



On definit les fractions de remplissage e< pour i = 1 . . . g comme les integrates sur 
les cycles A de la differentielle ydx : 

«.= ^jf*te. (8-33) 



Fonctions et differentielles fondamentales sur la courbe. 

Les fonctions de correlation et les termes du developpement topologique de l'energie 
libre peuvent etre exprimes uniquement a l'aide de deux briques elementaires, deux 
differentielles definies sur la courbe spectrale : le noyau de Bergmann et la differentielle 
Abelienne de troisieme espece. 

Noyau de Bergmann. 

Sur la surface £, il existe une unique differentielle bilineaire B(p, q) ayant un unique 
pole double sur la diagonale p = q sans residu et avec des cycles A nuls. C'est-a-dire 
qu'il est donne par les contraintes : 

B(p, q) = dz{p)dz{q) + ^ ^ C = Q 

{z[p) - z{q)Y J A 

oil z est n'importe quelle variable locale au voisinage de q. 
Differentielle Abelienne de troisieme espece. 

De meme, pour tout couple de points (91,92) de E, il existe une unique forme 
differentielle dS_ 2 (p) sur la surface avec deux poles simples en p — > qi et p — > q 2 avec 



22 Cette denomination vient directement de Interpretation des modeles de matrices comme un gaz 
de particules fermioniques (voir [84, 37]). 
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residus respectifs 1 et — 1 et normalised par l'annulation de ses integrates sur les cycles 
A: 



Res dS = 1 = - Res dS , <b dS q = 0. (8-35) 



qi <32 



Proprietes. 

On peut tout d'abord remarquer que la differentielle Abelienne de troisieme espece 
peut etre obtenue par integration du noyau de Bergmann sur un chemin du domaine 
fondamental allant de q<i a q\ : 

dS quq2 (p)= [ 9L B(p,q) (8-36) 

ou bien dans sa version derivee 

d qi (dS gi>q2 (p))=B( qi ,p). (8-37) 
Le noyau de Bergmann, en tant que derivee seconde d'une foncion 9, est symetrique : 
B(p,q) = d p d q \n(6 z (u(p)-u(q))) = B(q,p) (8-38) 
ou z est une caracteristique impaire quelconque. Par integration, on obtient : 

dS quq2 (P) = d p In { Uu{p) _ u{q2)) ) (8-39) 

et 

dS** = -dS q2 , qi . (8-40) 
Les integrates sur les cycles B sont donnees par 

f B(p, q) = 2in dui(p) et (b dS qi q2 = 2iir(ui(qi) - Ui(q 2 )). (8-41) 
For mules de Cauchy. 

Pour une fonction meromorphe f(p), les formules de Cauchy ainsi que les proprietes 
de dS_et B_ permettent d'ecrire 

/(p) = - Res ^^(p)/^) (8-42) 

qi-*P 

ainsi qu'une expression pour la differentielle de / : 

df(p)= Res B(p,q)f(q). (8-43) 

q->p 
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Identite bilineaire de Riemann. 

Tout au long de ce chapitre, nous aurons besoin de deplacer des contours d'integra- 
tion sur une surface de Riemann. Si l'integrand a des integrates non nulles le long 
de cycles non-triviaux, celles-ci doivent etre prises en compte lorsque Ton deplace le 
contour d'integration. L'identite bilineaire de Riemann [52] explicite cette dependance. 

Soient uj\ et U2 deux formes meromorphes sur la surface E et un point po arbitraire. 
Considerons la fonction $1 definie sur le domaine fondamental par 

$x(p) = f co, (8-44) 

ou le chemin d'integration reste a l'interieur du domaine fondamental. 
On a alors l'identite bilineaire de Riemann : 

Res ^ 1 {p)uo 2 {p) = — <£ cji <£ u 2 - <p cox (b u 2 . (8-45) 

p^tous les poles ZlTT ~^ J A t J J A i 

En particulier, pour u>i(p) = B(p,q), on obtient : 

Res dS p ^ Po (q) ui(p) = — > dui(q) (p lu (8-46) 

p^tous les poles ' ~ — ^ J A 

Res dS P)P0 (q)u(p) + ) dui(q) <f> u. (8-47) 

3olesdeoj ' * I a 

i=l JA i 



amsi que : 



u(q) = 

p^pol 



Decomposition de ydx sur les modules de la structure complexe. 



En utilisant l'equation bilineaire de Riemann Eq. (8-47), on peut reecrire ydx de 
maniere a faire apparaitre explicitement les modules de la courbe £ : 

ydx = 2J tj,iBj,i + 2j to,idS_ at , + 2in 2J ^dui (8-48) 



1,3 i i 

avec 

Bj,i(P) = - Res B{p, q)z a M J - (8-49) 

Cette decomposition est tres utile puisqu'elle nous permet de reporter toute variation 
des modules introduits jusqu'ici en une variation de la forme differentielle ydx seule. 

Briques elementaires. 

A partir de ces fonctions, on definit deux elements qui seront la base de la resolution 
des equations de boucles. Pour un point p G E quelconque et un point q proche d'un 
point de branchement a, (i.e. tel que l'on puisse definir un point conjugue q.), on definit 
les formes differentielles : 

: = (y(q) - y(t))dx(q) (8-50) 

et 

dE q {p)= l -j*B{.,p) (8-51) 
ou le chemin d'integration reste dans un voisinage du point de branchement a^. 
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Fonction tau de Bergmann. 

La fonction tau de Bergmann, tb x , a ete introduite dans [751 [761 S3] pour l'etude 
des espaces de Hurwitz et de la premiere correction de l'energie libre des modeles de 
matrices. Elle est definie de maniere unique par les contraintes : 

^ = Res ^ (8-52) 

OX{CLi) V^a-i dX[p) 

pour tout point de branchement a«. La formule variationnelle de Rauch [96] assure que 
le membre de droite est une forme fermee et done que cette definition n'est pas caduque. 
Cependant, notons que cette fonction est definie a une constante multiplicative pres 
qui ne jouera aucun role dans la suite. 



8.2 Proprietes de la courbe spectrale du modele a deux ma- 
trices. 

Dans ce paragraphe nous allons nous attarder sur les proprietes particulieres de la 
courbe spectrale classique d 'un modele a deux matrices dont nous rappelons la forme : 

S 2M M(x,y) = (Vl(x) - y)(V^y) - x) + P(x,y) (8-53) 

ou V\ et V 2 sont des polynomes de degres respectifs d\ + 1 et d 2 + 1 6t P(x,y) est un 
polynome en ses deux variables de degre d\ — 1 en x et d 2 — 1 en y. 



Polytope de Newton. 

Le developpement de £ 2 mm peut s'ecrire : 

S 2MM = t dl x dl+1 + t d2 y d2+1 + x d '(t dl V 2 \y) + + y d2 (t d2 v;{x) + t d2 -i) + P(x,y). 

(8-54) 

II est alors clair que P(x, y) est contenu strictement a l'interieur du polytope et que ce 
dernier prend la forme representee dans la figure (2.4). 

La simple lecture de ce polytope nous permet de conclure que la surface de Riemann 
correspondante a un genre g majore par 

g < d x d 2 - 1. (8-55) 

On peut egalement voir que sa frontiere est composee de deux segments, done la forme 
ydx a deux poles dont nous etudions les proprietes dans le paragraphe suivant. 



Points a l'infmi. 

II y a deux points a l'infini sur la surface S, e'est-a-dire deux points qui sont des 
poles de la fonction meromorphe x(p) ou de y(p) : 

- L'un, note oo x , est un pole simple pour x{p) et de degres d± pour y{p) (on peut 
le voir d'apres le facteur y — V[(x) dans £ 2 mm par exemple) ; 

- L'autre, note oo y , est un pole simple pour y(p) et de degres d 2 pour x{p) (d'apres 
le facteur x — V^iy) dans £ 2 mm)- 

Si Ton s'interesse maintenant a la structure de poles de la forme different ielle ydx, 
on voit qu'elle a un pole de degres d x + 2 en oo^ et de degres d 2 + 2 en oo r 
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VJ (x) V 2 ' (y) 




P(x,y) 



1 d^ld! di+1 



Fig. 2.4 - Polytope de Newton de E 2 mm- Les parties hachurees mettent en valeur les 
contributions des differents termes, P(x,y) et V{(x)Vl(y) respectivement. La partie 
non hachuree correspond a la contribution exclusive de xV{(x) + yV^y). 



Structure en feuillets. 

Nous nous interessons dans ce paragraphe a la structure en feuillets en x, c'est a 
dire que nous fixons la variable complexe x dans l'equation algebrique ^mm^,!/) = 
et regardons les differentes solutions correspondantes en y. 

De maniere generique £ 2 MM(x,y) = a d 2 + 1 solutions en y. II existe done d 2 + 1 
points {p l }i=o...d 2 de la surface algebrique compacte £ se projetant sur un meme point 
x = x(p l ) dans le plan complexe : il y a d 2 + 1 feuillets en x, chacun etant associe a 
un p l different. Chaque exposant se referera done a partir de maintenant a un feuillet. 
Ces feuillets ne sont cependant pas tous equivalents. En effet, l'un de ces feuillets est 
caracterise par le fait qu'il contient le point oo x alors que tous les autres feuillets se 
rejoignent en ocy On appelle feuillet physique le feuillet contenant oo x et on lui 



associe l'exposant 0. Nous expliquerons cette denomination dans la partie 9.1 



Cas particulier : Courbe de genre 0. 

Si Ton est interesse par la combinatoire des cartes portant une structure de spin, 
on se place dans le cadre decrit dans la partie [4] et la courbe £ 2 mm est alors de genre 
nul. II n'y a alors plus de fraction de remplissage q ni de base de cycles (A, B). Ce cas 
correspond vraiment a traiter un modele d'Ising sur surface aleatoire. 

La condition de genre assure egalement que l'on peut trouver une parametrisation 
rationnelle de la courbe £ 2 MM(%,y)- Cela signifie que Ton peut trouver deux fonctions 
rationnelles P(z) et Q(z) defmies dans le plan complexe telles que : 



VzGC, 8 2 mm(P{z),Q{z)) = 0. 



(8-56) 
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Fig. 2.5 - La structure en feuillets en x de ^mm fait apparaitre un unique feuillet 
contenant oo x alors que les quatre autres (en grise) contiennent oo r On a represents 
ici l'exemple d'une surface de genre par souci de simplicity, mais le meme type de 
description s'applique bien sur a des surfaces de genre plus eleve. 



On represente done S 2 mm par cette parametrisation : 

S 2 MM ■= | y Z q[ Z z ] I 8 " 57 ) 

Des lors, toute fonction et differentielle sur E s'exprime simplement en termes de ces 
fonctions rationnelles. En particulier le noyau de Bergmann est donne par : 

9§FW (8 " 58) 

ou P'(z) est la derivee de la fonction rationnelle P(z) par rapport a sa variable complexe 
z. 



9 Developpement topologique du modele a deux 
matrices. 

Dans cette partie, nous allons montrer comment on peut calculer tous les termes 
du developpement topologique de n'importe quelle fonction de correlation du modele a 
deux matrices hermitiennes, y compris l'energie libre. Nous ne presenterons ici que les 
resultats avec parfois des idees des demonstrations, les preuves completes etant assez 
techniques et ecrites dans nos articles avec L. Chekhov et B. Eynard [II] [III]. 

Nous allons presenter les resultats par ordre de complexite croissante : 

- Dans un premier temps, nous montrons comment definir une courbe spectrale 
semi-classique a partir des corrections en de la courbe spectrale classique ; 

- Nous verrons ensuite comment celle-ci nous permet de calculer tout le 
developpement topologique des fonctions de correlation simples ; 

- L 'introduction d'un nouvel operateur nous permet alors de remonter jusqu'au 
developpement topologique de l'energie libre ; 

- Enfin, nous presenterons une formule permettant le calcul de n'importe quelle 
fonction de correlation a n'importe quel ordre de correction en -jL. 
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9.1 Definitions, solutions des equations de boucles et feuillet 
physique. 



Comme nous l'avons vu plus tot dans la partie [7TT] consacree a l'equation de boucles 
maitresse, la resolution des equations de boucles donne generalement plusieurs solutions 
pour les fonctions de correlation : ce sont done des fonctions multivaluees du plan 
complexe. Dans toute la suite, nous allons resoudre les equations de boucles en etudiant 
les fonctions de correlations comme des different ielles sur la courbe spectrale classique 
oil elles sont monovaluees. Le fait que ces dernieres donnent lieu a plusieurs solutions 
differentes dans le plan complexe vient alors tout simplement de la structure en feuillets 
(que ce soit en x ou en y) de la surface de Riemann. En effet, pour une valeur complexe 
de x{p) ou de y(p), il existe plusieurs points p correspondant sur la courbe £ 2 mm, 
chacun d'eux induisant une valeur differente pour les fonctions de correlation. 

Cependant, en revenant a la definition meme de ces objets, on peut selectionner 
la solution physiquement (ou combinatoirement) interessante. En effet, les fonctions 
de correlation sont des series generatrices valables uniquement comme series formelles 
quand leur parametre de developpement x (resp. y) tend vers l'infini avec un pole 
simple^ Or, parmi les differents antecedents p l de x(p) (resp. fP de y{p)), un seul 
satisfait cette condition : e'est l'antecedent se trouvant dans le feuillet physique en x, 
p° (resp. le feuillet physique en y, p°), expliquant ainsi cette denomination. 

Des a present, et ce tout au long de ce chapitre, le terme fonction de correlation 
ne se rapportera plus aux fonctions complexes H^ lm definies plus haut mais aux 
differentielles 

H W-,m( S ki, Ski, Pl; Qm) (9-1) 

dont les arguments {pij, qijj'jLi pour i = 1, . . . , k, {p^} \ =1 et {q i ] r lL l sont des points de 
la surface de Riemann £ et satisfaisant la condition 

Hw-,m(Ski, ■ ■ ■ , Ski Pl; Qm) = 

#SU(^i> • • • ' x (pl); y(qm)) n dx (Pij) d y(ii,j) dx (Pi) dyivj) 

+5hfl5i fl 5 mfi 5 it i5 kl ^dx{p^i)dy(qi t i) 

, r r r r dx(p l )dx(p 2 ) 
-r°h,0Oifl°k,2Olfl-^-, ; 7 TT^J 

(x(pi) -x(p 2 )Y 

, r r r r dy(q 1 )dy(q 2 ) 

{y(<ii) -y(q2)r 

(9-2) 

pour des arguments p dans le feuillet physique en x et q dans le feuillet physique en y. 
On notera egalement les fonctions de correlation simples : 

W$ := < ; , (9-3) 

Dans la suite, nous allons done calculer ces fonctions de correlation en n'importe 
quel point de la surface de Riemann, mais il ne faudra pas oublier que Ton n'obtient 
de valeur physique que pour des arguments dans leurs feuillets physiques respectif. 



23 Cette condition est souvent resumee par le comportement asymptotique de la resolvante 
Wifi(x) ~ - + 0(x~ 2 ) quand x — > oo. 
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On introduit finalement les fonctions auxiliaires suivantes : 



U U;m( S ki, ■ ■ • , S fci ;p L ; q M ) := Pol x (p hl )V{(x(p 1:1 ))Hlj. m (S kl , S ki ;p L ; q M ), (9-4) 
U Slm( S ki: • • • , S ki ; p L ; q M ) := Pol y(qi , k )Vl(y(q 1:k ))H$. m (S kl , . . . , S ki ; p L ; q M ) (9-5) 



P Um( S ki: • • • , S ki ; p L ; q M ) := Pol x { Pl ^Vl{x{p hl ))UlJ. m {S kl , . ■ ■ > ^5 Pl; Qm) (9-6) 



qui sont des polynomes respectivement en x(pi t i), y(qi >k ) et et y(qi,k)- 

9.2 Quelques proprietes des fonctions de correlation. 

Dans ce paragraphe nous resumons quelques proprietes importantes des fonctions 
de correlation. 

Lemme 9.1 Les fonctions de correlation simples ont toute des integrales nulles autour 
des cycles A : 



pour tout k + I + h > 0. 

Cette propriete vient directement du fait que les fractions de remplissage q sont les 
integrales de ydx et done de sur ces cycles et qu'elles sont independantes des 

coefficients des potentiels V\ et V 2 . 

Lemme 9.2 Les fonctions de correlation simples W < ^ vl {p, Pk; qij ont des poles seule- 
ment aux points de branchement p — > a, . 

Ce resultat s'obtient par recurrence grace aux equations de boucles. 

Un autre resultat classique donne la fonction a deux points de genre comme une 
fonction fondamentale sur la courbe spectrale clasique : 

Lemme 9.3 La fonction a deux points de genre est le noyau de Bergmann sur la 
courbe spectrale £ : 



et 




(9-7) 



W^(p, q) = W$(p, q) = -W^{p; q) = B(p, q). 



(9-8) 



Ce resultat est fondamental puisqu'il nous servira de base dans toute la suite. Nous nous 
servirons de cette fonction a deux points comme donnee initiale pour une resolution 
par recurrence. 
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9.3 Courbe spectrale complete. 



Reprenons l'equation de boucle maitresse Eq. (7-11), mais conservons le terme 



correctif en : 



E(x,Y(x)) = ±U(x 1 Y{x);x) (9-9) 



avec 

oo 

E(x,y) = S 2MM (x,y) + J2 N ~ 29Ei9) (x>y)- (9-10) 

9=1 

On peut montrer que les deux fonctions E et U apparaissant dans cette equation 
peuvent s'ecrire : 

Theoreme 9.1 

/ d2 1 
E(x(p), y) = -t d2+1 " ( J](y - V((xtf)) + hTr x{pl) _ ^ . 



,i=0 



(9-11) 



et 

d 2 



U (p, y) = -t d2+1 " ( f[(y - V[(xtf)) + hTr x{p ^_ M ) ) "■ (9-12) 



,i=l 



oil les guillemets " (.) " signifient que chaque fois que Von rencontre une fonction a 
deux points en developpant en cumulants, on la remplace par 

W 20 (x,x') := ( Tr 1 Tr 1 ) + - ?— -. (9-13) 



Ce resultat est obtenu simplement en montrant que Eq. (9-9 ) a une unique solution, 
etant donnees les proprietes de U et E, et que les formules donnees dans le theoreme 
sont effectivement solutions ( voir [III] pour plus de details). 

A priori cette formule definit une fonction E(x(p),y) polynomiale en y mais dont 
le comportement en son autre variable p est moins evident : sa symetrie sur tous les 
feuillets p l permet juste de conclure qu'il s'agit d'une fonction rationnelle de x(p). 
Neanmoins, une etude approfondie de la structure de ses poles permet de verifier qu'il 
s'agit bien d'un polynome en x(p) [III]. On peut meme aller plus loin et demontrer 
que 

Lemme 9.4 E(x, y) est symetrique dans le role de x et y : 

I d2 1 
E(x(p),y(q)) = -t d2+1 " (J[(y(q) ~ K(x(p)) + ^Tr x{pl) _ ^ 

= -wi " (fl«p) - vmi)) + ^ ym \ M2 : 

(9-14) 
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Cette propriete, tres forte a premiere vue, est tout a fait naturelle. En effet, la 
courbe spectrale, qu'elle soit classique ou semi-classique, est obtenue par la derivation 
d'equations de boucles par changement de variable dans l'integrale matricielle. Nous 
avons ici choisi d'effectuer le changement 5M\ := x ^ Mi V2 ^_mI^ brisant la symetrie 
naturelle du modele en Mi et M 2 . Mais nous aurions tout aussi bien pu considerer le 
changement de variable 5 Mo := v i-^~^ Ml ^ — L_ pour obtenir la meme information a 

& z x—Mi y—M2 ^ 

travers une autre courbe spectrale correspondant a la premiere par l'echange des roles 
respectifs de x et de y. Deja au niveau classique la courbe est explicitement symetrique : 

S2M M (x,y) = (Vl(x)-y)(Vl(y)-x) + pW{x,y). (9-15) 

II n'est done pas surprenant que cette symetrie se retrouve dans tout le developpement 
topologique de cette courbe spectrale qui contient toute l'information necessaire a la 
resolution du modele (mis a part un petit nombre de parametres : les fractions de 
remplissage) . 

9.4 Fonctions de correlation simples et representation dia- 
grammatique. 

Premiere relation de recurrence. 

Sachant que E(x,y) est un polynome en ses deux variables, etudions un a un les 
coefficients des differentes puissances de y et en rappelant que 

E(x,y) = (V((x) - y)(VM - x) + P(x,y) (9-16) 

ou P(x, y) est une serie formelle en dont chacun des termes est un polynome en x et 
en y. A l'ordre h dans le developpement topologique de cette equation, le developpement 
en y — > oo des membres de gauche et de droite de cette equation donnent les egalites 
suivantes : 

- Coefficient de y d ' 2+1 : Le resultat est une egalite triviale du type "0 = 0". 

- Coefficient de y d2 : On obtient une equation liant fortement les differents 
feuillets et tres utile dans toute la suite : 

Vh>l, X) w S ) (P i ) = 0. (9-17) 

i=0 

- Coefficient de y^ 1 : On obtient cette fois-ci une equation bilineaire : 

d 2 

2Y,y{p t )w^{p t )dx{ P ) = 

i=0 

i=0 m=l i=0 

(9-18) 

ou Q(x) = ^^N'^Q^^x) := jj ^ Tr Vl ^I^ Ml ^ est un polynome en x de 

h 

degre di — 1. 



78 



CHAPITRE 2. MODELE A DEUX MATRICES HERMITIENNES. 



Etant donnees les integrates sur les cycles A { des fonctions de correlation : 

V(i,M), / wi% fi ( P ,p K ) = (9-19) 



et la structure de poles de ces dernieres decrite par le lemme 9.2 on peut en 
deduire 



w[%) 



- V Res 

— 4 P— *a,i 



(y(p) - y(p))dx(p) 



V Res 

Z 4 P— >Gi 



dR P mw%- l \p,p) + Et=\ w[f(p)w[ h - m) m 



(y(p) - y(p))dx(p) 
(9 - 20) 

On a ainsi exprime la fonction de correlation a un point de genre h en termes 

de fonctions de correlation de genres moins eleves. Cependant, ce systeme d'equations 

n'est evidemment pas ferme puisqu'il ne donne pas acces aux fonctions a plusieur points 

necessaires a la construction d'une recurrence. Pour fermer ce systeme, il faut done etre 

-CO v w (h) 

k,o a VV k+l,Q- 



capable de passer de W^ 1 ) a w\ h ' ! 



Operateur d'insertion de boucle. 

Ces operateurs faisant passer de Wki a Wk+n et Wki+i sont connus et etudies 



depuis longtemps : ce sont les operateurs d'insertion de boucle introduits dans Eq. (2-4) 



permettant d'obtenir toutes les fonctions de correlation simples lorsqu'ils sont appliques 



successivement sur l'energie libre (voir Eq. (2-5)) 



Ainsi pour obtenir toutes les fonctions de correlation a partir de la fonction a un 
point, il suffit de savoir comment ces operateurs agissent sur les differents elements com- 
posant les regies de recurence. Nous n'aurons done besoin que de deux proprietes deja 
bien connues de l'operateur 



-My- , a savoir son action sur les fonctions fondamentales : 

aVi ' 



dy{p) 

dVi{x{r)) 



dx(r) 



B(p, r) 
dx{p) 



(9-21) 



et 



dR(p, q) 
dV 1 (x(r)) 



dx{r) 



Res 



2dE,(q)B(p,0B(Z,r) 



^ (y(0-y(0)dx(0 

dE^iq) [B(P,0m,r) + B(r,0M,P 



Res 



(9 - 22) 



(y(0-y(0)dx(C) 



En appliquant cet operateur plusieurs fois sur Eq. (9-20), on obtient un ensemble 
de relations de recurrence ferme : 

Theoreme 9.2 



wM(q,p K ) = £ a Res 



)-v(p))dx(p) \ VV k+l,0 KPiPiPK, 



P^fJ-a (y{p)-y(p)) dx(p) 

( m ) (nr. ^ \ u/( /l_m ) 



+ Ej,m W} + l (p,pj) W ( k+l _l (p, PK - 



(9-23) 
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La demonstration tient au fait que cette regie est stable sous l'application de 



Representation de la regie de recurrence. 

Ces relations de recurrence peuvent etre representees de maniere diagrammatique 
permettant une meilleure comprehension du resultat. Pour ce faire, on reprend les 
representations des fonctions de correlations sous forme diagrammatique introduites 
dans la partie |4} 

Commengons par representer la fonction de correlation ^^(pk) par une surface de 
genre g avec k pattes marquees par les points {pi}i=i...k par analogie avec les surfaces 
qu'elle genere : 

Pi 




P9 



(9-24) 



La fonction a deux points de genre 0, W% °q (p, q) , est alors une sphere a deux pattes 
on la represente plus simplement par une arete non-orientee joignant p et q : 



B{p, q). 



(9-25) 



Introduisons un dernier element graphique compose d'une arete orientee allant d'un 
point p vers un vertex trivalent dont les deux autres pattes sont associees a q et q 
respectivement : 



V Res 



u(q) 



< 



(9-26) 



On repere par un point la patte correspondant a q et on la denommera enfant droit 
dans toute la suite pour la differencier de l'enfant gauche associe a q. 



La relation de recurrence Eq. (9-23) est alors representee par 






(9-27) 



Sous cette forme, il est clair que l'ensemble des relations de recurrence Eq. (9-23) forme 



un systeme triangulaire puisqu'a chaque etape on reduit soit le nombre de "trous" dans 
la surface ou le nombre de pattes (ou les deux). Ainsi, apres un nombre fini d'etapes, 
on sera reduit au calcul de la fonction a deux points W 2 q qui est deja connue. 
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Remarque 9.1 Cette representation diagrammatique est egalement pratique pour expli- 
quer comment passer de la relation pour la fonction a un point a la regie de recurrence 
generale. En effet, il suffit de voir comment l'operateur d'insertion de boucles agit sur les 
differents elements de cette methode diagrammatique. 

Par definition, l'operateur d'insertion de boucle ajoute une patte a n'importe quel objet 
a k pattes et g trous : 







dVx(q) 





Mi <^ 



(9-28) 



Les proprietes Eq. (9-21) et Eq. (9-22) permettent quant a elles de determiner comment 



l'operateur d'insertion de boucles agit sur le vertex : 



dx(r) 



d 



dVi(x(r)) 



M< + ) 4 ) < 



(9-29) 

II est alors facile de verifier que si Ton applique a l'equation Eq. (9-27) definissant wj:^ , 
on obtient bien l'equation donnant W, 



k+2,0' 



Resultat de la reccurence. 



En iterant 2g + k — 2 fois la relation de recurrence pour le calcul de W$, on obtient 

une expression exacte de wjf^ comme somme sur un ensemble de diagrammes trivalents 
a g boucles et k pattes dont le poids est donne par les regies precedentes : 

Theoreme 9.3 Pour tout k > et tout g > tels que 2g + k — 2 > 1 et tout ensemble 
de points {p,Pi, £ S , la fonction de correlation a k + 1 points de genre g 

est donnee par : 



(9-30) 

ou QI{p,Pk.) est I'ensemble des graphes connexes trivalents definis par les contraintes : 

1. Us comportent 2g + k — 1 vertex trivalents que Von appelle vertex; 

2. Us comportent un unique vertex monovalent marque par le point p appele racine ; 

3. Us comportent k vertex monovalents marques par pi,p2, ■ ■ ■ ,Pk appeles feuilles 
du graph; 

4- il sont constitues de 3g + 2k — 1 aretes ; 

5. les aretes peuvent etre soit orientees par une fleche soit non orientees. II y a 
k + g aretes non orientees ; 
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6. V arete partant de la racine p est orientee par une fleche partant de p ; 

7. les aretes partant des feuilles pi, . . . ,p k ne sont pas orientees ; 

8. les aretes orientees forment un "squelette d'arbre binaire planaire couvram^_". 
L 'orientation des aretes va de la racine vers les feuilles munissant le graphe d'un ordre 
partiel sur les vertex; 

9. parmi les k + g aretes non orientees, k d'entre elles lient un vertex a une feuille 
et les g autres lient deux vertex trivalents entre eux. Deux vertex trivalents peuvent etre 
lies entre eux seulement si Us sont comparable selon V ordre fournit par les fleches^]; 

10. si les enfants d'un vertex sont une arete orientee et une arete non orientee, alors 
I'arete orientee est I'enfant de gauche. Cette prescription ne s'applique que si I'arete 
non orientee lie ce vertex a Vun de ses descendants (et non a Vun de ses parents). 

et le poids V(G) d'un graphe G est donne par les regies suivantes : 

- On marque tout vertex trivalent du graphe par un point courant ri de S et on 
associe Ti a son enfant de gauche et d son enfant de droite. Toute arete relie 
alors deux points de la surface S ; 

- A une arete non orientee liant r et r' , on associe le facteur B_(r, r') ; 

- A toute arete orientee allant de r vers r' on associe le facteur , , n ~ r /-n}j , n ; 



- Suivant les fleches en sens inverse ( des feuilles vers la racine ), a chaque vertex 
r, on calcule la somme sur tous les points de branchement at des residus quand 



- Apres avoir calcule V ensemble de ces residus, on obtient le poids du graphe. 

Grace a ce theoreme, on a une methode rapide, simple et aisee a se souvenir pour 
calculer n'importe quel terme dans le developpement topologique des fonctions de 
correlation simples Wk t o, c'est-a-dire les fonctions generatrices des surfaces discretisees 
avec k bords sans operateurs de bords de genre quelconque. Cette technique est simple 
car elle ne necessite qu'une fonction de base et le calcul de residus, i.e. le developpement 
de Taylor du noyau de Bergmann au voisinage des points de branchement. Elle est 
egalement rapide car elle necessite le calcul d'un nombre tres restreint de termes et est 
facile a programmer pour une resolution informatique. 

Remarque 9.2 Par construction les quantites ainsi definies sont bien symetrique en toutes 
leurs variables sauf la premiere. II est cependant possible de montrer qu'elles sont en fait 
heureusement bien symetriques en toutes leurs variables comme attendu. 

24 Un squelette d'arbre binaire est un arbre binaire dont on a ote toutes les feuilles, i.e. un arbre dont 
les vertex ont pour valence 1, 2 ou 3. La condition de planarite signifie que les enfants droit (marque 
par un point) et gauche (non marque) d'un vertex ne sont pas equivalents. Enfin, le fait que l'arbre 
soit couvrant signifie qu'il passe par tous les vertex. 

25 C'est-a-dire si on peut aller de l'un a l'autre en suivant des aretes orientes suivant leur orientation. 
Dans ce cas le vertex de depart est appele parent et le vertex d'arrivee descendant. 

26 Notons que ceci donne un sens au poids donne aux aretes flechees ainsi qu'au choix d'associer r a 
l'un des enfants de chaque vetex. En effet, l'application p —> p n'est definie localement qu'au voisinage 
des points de branchement. On peut verifier qu'ici cette application ne sera invoquee que pour des 
points marquant un vertex et done proches d'un point de branchement. 



(y(r , )-y(r'))dx(r') 



r 
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Ces graphes ainsi que les poids qui leur sont associes ont d'autres proprietes peu evidentes 
a premiere vue et nous les discuterons dans le chapitre 5. 



Remarque 9.3 Comment construire de maniere pratique les graphes correspondant a la 
fonction a k + 1 points de genre g ? 

- On commence par tracer tous les arbres enracines en p possibles composes de 2g + k — 1 
aretes et 2g + k vertex de valence 1, 2 ou 3 avec la contrainte que la racine soit un 
vertex de valence 1. 

- On oriente ensuite toutes les aretes en partant de la racine. 

- On branche de toutes les manieres possibles les k aretes correspondant aux feuilles 
pi, . . . ,Ph sur les vertex de maniere a ce que leur valence ne depasse toujours pas 3. 

- On complete le graph en branchant g aretes non orientees de maniere a ce que tous les 
vertex aient valence 3 en interdisant aux aretes de relier deux vertex non comparables. 

- II ne reste plus qu'a marquer de toutes les manieres non equivalentes possibles les 
enfants droits et gauches en suivant la prescription 10. 



Etudions explicitement les premiers exemples : 

Exemple 9.1 Commengons par le calcul de (p,pi,p 2 ) et done la construction des 
elements de Q^(p,Pi,P2)- On represente tous les arbres enracines a 2 vertex et 1 arete, 
orientes depuis la racine p : 

P ► 



On ajoute ensuite les deux feuilles p\ et p2 ' 



(9-31) 



(9-32) 



On marque finalement V enfant droit et V enfant gauche : 



wfl{p^p 2 ) = v 



( 



\ 



P 2 ) 



\ 



/ 



(9-33) 



Calculons le poids du premier graphe. Notons r la variable d 'integration associee a I'unique 
vertex trivalent de ce graphe. Les trois aretes le composant ont alors pour poids respectifs 
B(f, Pl ), B{r,p 2 ) et {y(r) ^] dx{r) • Done 



\ 



P. \ 



V Res 

— ^ r — yn.A 



dE r (p) 



r^a x (y(r) — y(r))dx(r) 



B(f, Pl )B(r,p 2 ), (9-34) 



ce qui donne finalement : 



W, 



i%,Pi,P2) = V Res - , , [B(r,Pi)B(r,P2) + B(f,p 2 )B(r, Pl )} . (9-35) 

t—' r-xii (vtr) — y(r))dx(r) 



dE r (p) 



(y(r) - y{r))dx(r 
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De la meme maniere, il est facile de construire le seul element de Q\ et d'obtenir : 



w[ l \ P ) 



P ► 




(9 - 36) 



Res =f^B(q,q). 



(2) 

Etudions un dernier exemple : W 10 (p)- 

La premiere etape de la construction donne : 




(9-37) 



On complete alors les vertex par des aretes non orientees de maniere a ce qu'ils soient tous 
trivalents. Deja ici, la prescription 9) interdit une possibility. 





(9-38) 



// reste alors a specifier les enfants droits et gauches en respectant la contrainte 10) 








Ce qui s'ecrit en indiquant V enfant droit par un point : 



(9-39) 







(9-40) 



On peut remarquer que sans les contraintes 9) et 10), on aurait obtenu 13 graphes differents 
au lieu de 5. 
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Ceci nous donne la valeur de la fonction a un point de genre 2 : 

wf > (p) = Res Res Res <^M ^B(r, f)B(s, s) 

q^a r^a s^a oj(q) LO{r) LO{S) 

+ Res Res Res — — , \ — f \ g r.g B a.I 

<j^a r^a s^a cj(r) (j(s) 

+ Res Res Res ^^(g)^) [B( 5> r)B( a>S ) 

q^a r^a s^a uj{q) U{r) U(s) 

+B(s, q)B(s, f) + B(s, q)B(s, f )] 

(9-41) 

9.5 Developpement topologique de l'energie libre. 

On a maintenant une expression exacte pour tous les wjf^ avec k > a partir 
des Wj$ l'operateur d'insertion de boucles Pour obtenir les termes du 

developpement topologique de l'energie libre F^ 9 \ pouvant etre vus comme les wfy$, 
il faut etre capable de passer de wjf^ a wjf^, c'est-a-dire trouver l'operateur inverse 
de dans la base des wjf^. 

Inversion de l'operateur d'insertion de boucles. 

Definition 9.1 Soit l'operateur H x tel que pour toute differentielle meromorphe : 



rooy 

H x .<p : = Res Vi{x) - Res (V 2 (y) -xy)<j>+ I (f> + V u 

°°V JoO T ; 



(9-42) 

Son action sur les fonctions de correlation est decrite par 
Theoreme 9.4 Pour tout h>0 et k > : 

H x .W^ (.,p K ) = (2 - k - 2h)W$( PK ). (9-43) 
oil Von a adopte la notation : 

W$ := -FW. (9-44) 
Corollaire 9.1 Pour tout h > et k > et une primitive quelconque de ydx : 

: /""• (9 " 45) 



on a 



Res <f>(q)wj;%(q, Pk) = (2 - 2/i - fc)Wf°(p K ). (9-46) 

q^a 



Preuve: 

La demonstration complete de ce theoreme est donnee dans [III] . Je ne vais presenter 
ici qu'une idee de celle-ci en evitant les details techniques. 
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On peut tout d'abord remarquer que si les graphes composant ont plusieurs 
pattes externes, on peut choisir d'agir sur l'une des feuilles plutot que sur la racine. 

Etudions alors comment H x agit sur les differents elements composant les dia- 
grammes. On peut montrer que Ton a : 



H x H x 



+ = - q ► P (9-47) 



et 



H x 



q ► P 

r 



0. (9-48) 



On peut alors en deduire que 

H x .W^ fi (.,p K ) = H x .^wi h J(j>K) = {2-k- 2h)W$(p K ). (9-49) 

ou le facteur combinatoire 2h + k — 2 vient du fait qu'il y a 2h + k — 2 aretes orientees 
composant les diagrammes de W^q et done autant de possibilites de faire apparaitre 
une nouvelle patte externe par Taction de ^ que Ton fait ensuite disparaitre par H x . 
La formule pour energie libre 

(2 - 2h)F w = -H x .W§j (9-50) 

est obtenue en montrant qu'elle redonne bien la fonction a un point sous Taction de 
a 

dVi • 

Le corrolaire est obtenus par des combinaisons d'integrations par partie et de chan- 
gement de contours d'integration. □ 

Expression de J 7 ^) pour g > 1. 

Ce theoreme nous donne done acces a une formule explicite pour n'importe quel 
terme du developpement topologique de Tenergie libre sauf le terme sous-dominant, 
e'est-a-dire la premiere correction en : 



(2-2h)F {h) = -H x .w[ h l 

: 1 (9-51) 



En effet, pour h — 1, le facteur combinatoire s'annule et cette equation ne nous donne 
aucune information quant a la forme de T^. 
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Expression de 

Pour ce qui est de J 7 ^ ', sa valeur est connue depuis longtemps (voir par exemple 
[T7] ) sous la forme : 



2JF(°) = Res (Vi(x) + V 2 (y) - xy) ydx + T f ydx + V e { I ydx 

Joo x i hi 



i.e 

2 jr(o) = H x .ydx. 
Cette formulation correspond a la definition : 

Wj$ := -ydx 

naturelle lorsque Ton considere l'ordre dominant de la definition 

Ydx = V[ - W lfi . 



(9-52) 
(9-53) 

(9-54) 
(9-55) 



Expression de J 7 ^ 1 '. 

L'expression de l'energie libre de genre 1 ne peut evidemment pas etre obtenue a 
partir de Faction de H x puisque le prefacteur diverge dans ce cas. Elle a en effet 
ete obtenue par une methode bien differente dans jl5] et peut etre mise sous la forme : 




(9-56) 



oil tbx est la fonction r de Bergmann associee a x definie par Eq. (8-52) 



9.6 Developpement topologique des fonctions de correlation 
mixtes. 

Dans cette partie, nous allons resoudre l'equation de boucle la plus generale don- 
nant acces au developpement topologique de n'importe quelle fonction de correlation 
H^\ m . n . Nous allons une nouvelle fois presenter le resultat sous forme d'un systeme tri- 
angulaire que nous representerons de maniere diagrammatique par souci de simplicite. 



Equations de boucles. 

Le changement de variables 
5M l :-- 



x(pi,i)-Mi y(pi,i)-M2 x(pi i 2)-Mi y(pi,2)-M2 ' ' ' x(p 1 ^ kl )~Mi yipi^^-^h 

nUTr 



x(p ltl )-M 1 y(pi,i)-M 2 x(p ii2 )-Mi y(pi,2)-M 2 ' ' ' x(p i ^ k .)-M 1 j/(p l , fcl )-M 2 J 
^=1 Tr x(p 3 )-Nh n s =l Tr y(g 3 )-M 2 

(9-57) 
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donne l'equation de boucles generale : 



( Y (Pi,i) -y(?i,fcj - Po\ x(pl l) V{(x(p hl )))H ku ... M . m . n (S L ]p M ]ciN) = 

y~] Y, ^fei,k A ;|7| ; | j\ (Si, S A ; Pi; qj)-f/k B ;m-|j|+i;n-| j| (Sb; Pi,iPm/i; Qn/ J) 

A|JB={2,-,0 

fcl 

I j| 9i,a, • • • Pim , 9i,fci}, S B ; pm/i; Qn/j) 

A(JB={2,..,i} a=2 /,J 

^a-l,k A ;|/|;|J|({Pl,l.gl,l."-Pl,"-l,gi,a-l},SA;Pi;qj)-ga-l,k A ;|/|;|J|({Pl,a.gl,lv--Pl,a-l 1 gl,a-l}.SA;Pi;qj) 



X 



x(pi, a )-x(pi,i) 



1 



YY — 

~ x(Pi,a) ~ X(pi,l) 

^fei+fe i ,k L/{1>i} ;m;n({'S'l)Pi,a) Qi,a, Pi,a+1, ■ ■ ■ , Qi,ki,Pi,l, ■ ■ ■ iPi,o,-\i Qi,a-l}, SL/{l,i}; Pm! Qn) 

-Idem| pii:=J) . a ] 

;m— l;n ( s L;PM/{i};qN)- #k L ;m— l;n (s L ;PM/{i};qN)| 

x(p»)-x(pi,i) 

J_^pfcl 1 

^7V2 Z^a=2 x(pi, a )-x(pi,i) A 

— l,ki— a+l^L^^j ;m;n (»S'i|q) S L /{i};pM;qN) 

— i? Q -l,fe 1 -a+l,k L/ { 1} ;m;ri(5'l|a ? Sl/{1}; PMi Qn) 
+ ^2-f^k L ;m+l;n(SK;Pl,l, Pm! qjv)- 

(9-58) 

ou Si\ a est le couple de cycles obtenu en coupant le cycle Si avant pi iQ et avant : 



V m d 

1 v^fci 



Pl,i:=Pl,c 



Sl,a := {Pl,U • • • Pl,a-1, 5l,a-l}, {Pl,a, 5l,a, ■ ■ ■ Pl.fci , Sl.fci}- ( 9 " 59 ) 
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Le coefficient de s'ecrit alors 



(y(Pl,l) _ y(?l,fel) ~ Po ^(pia) y i( :r (Pl' 1 ))) iy £..,fe ! ;m;n(' 5 l> 5 2, • • • , S/JPi, . . . , p m ] q U . . . , q n ) 
9 

Yl H 0%(P^) H k°~%,rn-,n( S l' S 2, ■ ■ ■ , S ll Ph • • • , Pm] 9l, • • • , 9„) 



ft=l 



+ S^ffkAilW 5 *' Sa; Pl! < lr)- H '£;m-|/|+l,-n-|J|( S B;Pl,lPM/i; Qn/J) 

ft A|JB={2,...,/} /,J 

+ ^-Q+l,k B ;m-|7|;n-| J| ({?!,«> 9l,«> • • • Pl,fel ' S B; PM/Ii QN/j) 

ft AIJS={2,...,«} a=2 J,J 

Ha-£l. A ;\I\;\J\({P 1 'l>Q 1 > 1 >"-P 1 >"- l >Q^ 



X 



as(pi, a )— ie(Pi,i) 



[•Hjfei+fc i) k I , /{lii} ;m;ri({'^l>P*iaj Qi,a, Pi,a+1, • • • , • • • )Pi,a-l) 9i,a-l}j Sl/{1,I}; Pm! Qn) 

—Idem I 



flk L ^n-ljn(Sl,)PM/{I}iQN)| 
*(p<)— a;(pi,i) 



X 



_l_ y^fci 1 

Z^a=2 x(pi, a )-x(pi,i) 
-^a-l!fc 1 -a+l,k L/{1} ;m;n(' S 'l|a' S L/{1}' Pm5 Qn) 
_ -^i-li 1 -Q+l,k L/{1} ;m;n(' S 'l|a' S L/{1}; PM! Qn) 
+^kl;m+l;n( S K;Pl,l>PM; Qn)- 



(9-60) 



10 Solution generale des equations de boucles. 



Pour resoudre l'equation de boucle Eq. (9-60), remarquons tout d'abord que le 



membre de droite ne contient que des fonctions de correlation d'ordre inferieur a H^' 



L;m;n 



dans le sens ou elles correspondent a un genre strictement inferieur a g ou bien decrivent 
des surfaces avec moins de bords, i.e. elles contiennent moins de facteurs de la forme 
Tr (.). Nous allons done proceder par recurrence sur le genre et le nombre de traces, 
plus precisement sur 2g + I + m + n. 



Considerons done tous les termes du membre de droite de Eq. (9-60) connus et 



calculons les termes du membre de gauche. Par definition le dernier terme du membre 
de gauche est un polynome en a?(pi,i) de degre d\ — 1. Or, H^. m . n n'a pas de pole en 

Pi,i := <?i fci pour j = 1, . . . , di, on peut done evaluer cette equation en ces points pour 
obtenir la valeur du polynome 



U it-M^n«Pl,l)) ■= Po ^(pi, 1 )^l'(^(Pl,l)) i? £..,fe i ;m;n( S L; Pm! Qn 



G?) 



(10-1) 



en ces points independament de H^\ m . n puisque sa contribution est annulee par son 
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prefacteur y(pi t i) — yiqi,^)- La formule d'interpolation de Lagrange s'ecrit alors : 
TT ( 9 ) vx A ^i%(Pi,i>9i,*i)^faLfciim i n( a; ( r ))(y(Pi.i)-?/(?)) d:E ( r ) 



r— ><j-? 



(xipn) - x(r))(y(r) - y(q))H¥?l (r,qi M ) 



pour ce polynome de degre di — 1 dont la valeur est connue en d\ points. 



(10-2) 



En inserant cette solution dans Eq. ( 9-60 ) , on obtient : 

#i°0;o(Pl,l>9l,fcJ RHS| pi i: = 



-^kL;m;n(SL;Pl, ■ ■ ■ ,Pm] ?1, • • • , ?n 



Res 



(10-3) 



ou RHS est le terme de droite de Eq. (9-60). 



On peut eliminer certains termes en deplagant le contour d'integration et en utilisant 
la structure de poles des fonctions de correlation ainsi que le caractere rationnel de 
certaines combinaisons de celles-ci pour finalement obtenir : 



H S;m;n( S ^P^ ■ ■ ■ , Pm] Ql, ■ ■ ■ , Qn) = 



Res 



r-n>i, a , Pj ,ql kl (ar(pi,i) - x(r))(y(q 1M ) - y(r))H[% (r,q hkl ) 

\^ H 0%( r ) H t7Snrn-,n( S l( r )> S 2, ■ ■ ■ , Sf,Pl, . . . , p m ] ?1, • • • , 9n) 



S ^ffkASl/hlJl^W' Sa; < lj) fl £im-|/|+l;n-|J|( S B; r , PM/l! Qn/J) 



^U_B={2,...,i} /i,i",J 
fei 



+ s s £ H t 



AUB={2,...,!} a=2 h,7,J 



X 



ff a-l,k A ;|/|;|J|('t r '91,l>-Pl,a-ll?l,a-l})SA;PIiqj) 

+ X X ^ A ^7^^+fci,k T , //i n ;m;ri(' S 'l;to('")) S L/{l,i}; 1>\! <lN ! 

Jfei 



o=2 



1 



^a-ii-a+l,k L/{x} ;m;n(' S 'l|a( r ')' S L/{1}! Pm! Qn) 



z(pi,a) - x(r] 



;m+l;n(^K( r )i r i PMj Qn) f 



(10-4) 

ou Ton a note 5(r) lorsque Ton remplace p^i par r dans S et Si ; j Q pour le cycle obtenu 
en recollant Si et Si a la position a de Si : 



Sl^ia • {^l iPi,ai 9i,ct> Pi,a+1 7 • • • 7 Qi,kii Pi,l> ■ ■ ■ ) Pi, a— 1 5 Qi,ct— If- 



(10-5) 



Comme nous l'avons vu plus haut, ce systeme est triangulaire et admet une solution 
unique etant donnes H[°q. q , i?o°i-o> ^o°q-2 e ^ ^o°i-i deja determines dans la litterature de 
nombreuses fois (voir par exmple |43j). 
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10.1 Representation diagrammatique 

Nous allons a nouveau representer ce resultat sous forme de diagramme en utilisant 
la representation introduite dans la partie|4j Cette represenation a plusieurs avantages. 
Tout d'abord, elle permet de mettre en avant la structure de ce resultat et de bien 
voir que ce systeme d'equations est triangulaire. Elle est egalement tres utile pour se 
souvenir du resultat qui semble a priori complique alors que sa structure est fmalement 
assez simple. Enfin, cette representation appelle une interpretation combinatoire et fait 
le lien entre les resultat precedement obtenus sur l'ordre dominant des traces mixtes 
et le developpement topologique des traces simples. 



Blocs de base : deux nouveaux vertex 

Representons les fonctions de correlation par des surfaces de genre g avec l + m + n 
bords comme dans Eq. (4-1) : 




(10-6) 



Introduisons egalement deux nouveaux vertex 
• Vertex fin : 



Res 



r-+p& (x{p) - x(r))(y(q) - y(r))H^l (r,q) 



P 



(10-7) 



Vertex epais : 



Res 



r^ptftf ( x (p) _ x(r))(y(q) - y(r)){x{p') - x(r))H[% (r,q) 



P 




Ces deux nouveaux vertex vont nous permettre de generaliser la representation dia- 
grammatique introduite precedemment. Nous aurons ainsi acces a une representation 
graphique de toutes les fonctions de correlation. 
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(10-9) 
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10.2 Retour sur le developpement topologique des traces simples. 

Ces relations generates doivent contenir les regies de recurrence pour les traces 



simples Eq. (9-23) puisque les traces simples peuvent etre obtenues en etudiant le 



comportement des traces mixtes lorsque Tune des variables tend vers rinfini 
1 1 \ 1 /_ 1 



Tr 



Tr 



(10-10) 



x(p) - M x y(q) - M 2 / 9 ~* o0y y(q) \ " x(p) - M 1 
Plus precisement, les fonctions de correlation simples et mixtes sont liees par le lemme 



Lemme 10.1 Les fonctions de correlations simples peuvent etre obtenues a partir des 
fonctions mixtes par : 



Wfc+i,o(P.PK) = Res 



H[%(p,q; Pn)dy{q) 



q^OQy 



;io-ii) 



La fonction de correlation n'ayant que des traces simples sauf une trace mixte est 
donnee par la relation de recurrence : 



H[f k Jp,q; Pk) 



Res 



~ x(r))(y(r) - y(q))H[% (r, q) 

+ F o?+i ; o( r > Pi) H i-k-U r , 9) Pk/l)) • 
hi 



(^Jffc+io^?;^ Pk) 
(10-12) 



Par definition, l'application du lemme 10.1 a cette relation redonne les relations de 



recurrence Eq. (9-27) qui n'en sont done qu'un cas particulier. Cette propriete signifie 



que le passage a la limite y — > oo consiste a "ecraser" le propagateur epais associe a y 
pour le rendre fin comme pour les fonctions de correlation simples. 



10.3 Retour sur la limite planaire des traces mixtes. 



Lorsque l'on s'interesse seulement au calcul de l'ordre dominant des traces mixtes 

(0) 
fc;0;0 



la relation de recurrence se referme sur les := H;„. n . n et devient 



H k {pi,qi,P2,q2, ■ ■ -,Pk,qk) = 

Hi{jpi,qk) 



Res 



e k ,Pi ( x (Pi) ~ x(r))(y(q k ) - y(r))i?i(r, q k ) 



x 



X 



(10 - 13) 



E 

1=2 



Hi-ijr, qi,p 2 ,q2, ■ ■ ■ ,qi-i)H k _ l+1 (j> h q h . . .,p k ,qk) 
x(pi) — x{r) 



Cette formule semble faire explicitement appel a la structure de la courbe spectrale 
classique. Cependant nous allons montrer qu'elle peut simplement etre ramenee a la 



relation de recurrence Eq. (7-20). 
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H V Res <lk)Hi-\{r, gi, ■ ■ ■ , qi-!)H k _ l+1 (pi, ...,q k ) 

jr^r^e k ,Pi ( x iPi) ~ x(r))(y(q k ) -y(r)){x(pi) - x(r))Hi(r,q k ) 

Res g i(Pi>gfc)-^-i( r ' gjj • • ■ ,qi-i)Hk-i+i(Ph • • • ,gfc) 
^r->qi, Pl {x{pi) - x(r)){x(pi) - a;(r)) J f/ 1 (r,g fc ) 



x 

k 



1 1 1 



+ Res 



(i/(?fc) - y( r )) (y(Qk) - y(qi)) (y(qk) - y(qi)), 

Hi(pi, q k )Hi_i{r, qi,..., qi-i)H k -i +1 (pi, ...,q k ) 



qI,pi,pi ( x (Pl) - x(r))(x(pi) - x(r))(y(q k ) - y(qi))Hi(r,q k ) 
#i(pi, qk)H k -i+i(Ph • • • , qk)(y(r) - y{q 1 ))h T i- 1 {r : qt, . . . , 



(10-14) 



r^q J k ,Pi,Pi 



x(pi) -x(r))(x(pi) -x(r))(y(q k ) - y(qi))(y(q k ) - y{r))H 1 (r,q k )\ 



Or, (y(r) - y(qi))Hi- 1 (r, q 1 ,...,q i - 1 ) et - y(r))Hi(r, q k ) sont des polynomes en 

x(r). L'integrant dans le second terme est done une fraction rationnelle en x(r). On 
peut facilement verifier que le contour d'integration entoure tous ses poles dans le plan 
complexe et ce second terme est done nul. Le premier terme ne presente quant a lui 
que des poles simples et on retrouve done 



H k = \^ Res qk)Hi-i(r, q u . . . , qi-^Hk-i+ijpi, ...,q k ) (10-15) 

k i^ 2 r ^ PuPl -x(r))(x(pi) -x(r))(y(q k ) - y{q x ))H 1 {r,q k ) 



qui n'est rien d'autre que l'equation Eq. (7-31) avec les roles de x et y inverses 



10.4 Interpretation des relations de recurrence. 

Cette representation sous forme de diagrammes des fonctions de correlation, e'est- 
a-dire des fonction generatrices de surfaces discretisees, pose la question de l'existence 
d'une theorie des champs sous-jacente dont les graphes presentes ici seraient les dia- 
grammes de Feynman. En fait, une telle theorie n'existe probablement pas. En effet, le 
nombre de diagrammes ainsi crees croit beaucoup moins vite avec le nombre de boucles 
que ce que Ton devrait obtenir avec une theorie des champs standard. Ceci est lie aux 
prescriptions fortement non-locales dans la construction des diagrammes participant 
aux traces simples. 

Par contre, il existe une fagon de se rappeler simplement les differents termes ap- 



paraissant dans le terme de droite des relations de recurrences Eq. (10-4). Le terme 
de gauche H^. m . n (Si,;pi, . . . ,p m ; qi, . . . , q n ) representant la fonction generatrices de 



94 



CHAPITRE 2. MODELE A DEUX MATRICES HERMITIENNES. 



toutes les surfaces <S>jf . m . n du type 



p, p 2 R» 



(9) 

kL;m;n 




(10-16) 



on peut le voir comme une integrale sur l'espace des modules -M^. m . n de telles surfaces. 
Le terme de droite peut alors etre vu comme les termes de bords venant de cette 
integrale, c'est-a-dire la somme sur toutes les surfaces degenerees de cet ensemble. lis 
sont done obtenus de maniere pratique en "pingant" tous les chemins non triviaux 
possibles sur la surface S^. m . n . On voit alors qu'il existe plusieurs chemins ayant des 
roles non equivalents : 

- On peut tout d'abord pincer un cycle non trivial sur la surface. Deux cas de figure 
se presentent : soit Ton decoupe ainsi la surface en deux composantes : 




(10-17) 



et Ton obtient le premier terme de Eq. (10-4) ; soit Ton pince juste une jambe 
interne : 




(10-18) 



et l'on obtient le cinquieme terme de Eq. (10-4) 
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On peut egalement pincer un chemin allant d'un cycle S{ a un autre cycle Sj : 



Po Pr 




P, P 2 Pm 



S|US2 




(10-19) 



pour obtenir le troisieme terme de Eq. ( 10-4 
Enfln, on peut pincer un cycle Si lui-meme 



27 




(10-20) 



pour obtenir les deuxiemes et quatriemes termes de Eq. (10-4) selon si cette 
degenerescence coupe la surface en deux parties ou non. 



11 Conclusion du chapitre. 

Dans ce chapitre, nous avons montre comment resoudre entierement le modele a 
deux matrices hermitiennes, c'est-a-dire comment calculer tous les termes du develop- 
pement topologique de toutes les fonctions de correlation du modele. Cette methode de 
resolution, utilisant avantageusement le langage de la geometrie algebrique, presente 
plusieurs avantages : 

- Elle est systematique et montre bien que toutes les observables du modele a deux 
matrices hermitiennes ne dependent que de la courbe spectrale et plus parti- 
culierement de ses points de branchements. Le resultat prend la meme forme que 
Ton soit dans un cas a une ou plusieurs coupures. 

- Contrairement a d'autres methodes de resolutions comme celle developpee ori- 
ginellement dans [S], celle-ci est facilement programmable pour une resolution 
automatique. En effet, une fois la courbe spectrale connue, il suffit de calculer 



Notons que ce cas est le seul correpondant a la regie merge des equations de boucles. 
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le noyau de Bergmann et effectuer des developpement de Taylor au voisinage 
des points de branchement : il n'est pas necessaire de reconstruire une base dans 
laquelle travailler a chaque etape du calcul. 
- Comme on peut representer le resultat de cette methode sous forme de graphes, il 
est assez facile a retrouver avec tres peu d'elements (il suffit de connaitre la valeur 
des vertex et propagateurs) . En effet, on peut retrouver la forme des equations 
de recurrence grace a une analogie avec les surfaces generees par les fonctions de 
correlation et leurs degenerescences possibles. 
Si le modele a deux matrices formel est resolu en termes de sa courbe spectrale 
ce chapitre appelle egalement des questions. D'une part, il serait interessant de pou- 
voir utiliser ces resultats pour faire le lien avec ceux obtenus dans l'etude de l'integrale 
convergente en s'interessant aux effets d'instantons interdits dans le cas formel. D'autre 
part, si ces regies diagrammatiques sont efficaces, leur interpretation est plus delicate 
et nous ne sommes pas en mesure pour le moment d'expliquer leur origine combina- 
toire (ou geometrique). Enfin, la simplicity du resultat en terme de la courbe spectrale 
classique laisse supposer que cette methode doit pouvoir s'adapter a d'autres modeles 
de matrices : c'est ce que nous montrons dans le chapitre suivant. 



Chapitre 3 

Autres modeles de matrices 



Le modele a deux matrices hermitiennes est un modele de matrices aleatoires par- 
ticulier parmi bien d'autres. Cependant, la structure algebrique presentee dans la cha- 
pitre precedent est presente dans d'autres modeles de matrices hermitiennes. Dans ce 
chapitre, nous etudions d'autres exemples de modeles de matrices classiques reposant 
sur une meme structure algebrique : chacun de ces modeles a une interpretation com- 
binatoire et peut etre associe et totalement caracterise par une courbe algebrique et 
des fractions de remplissage. On peut alors montrer qu'ils peuvent etre resolus par la 
meme methode que le modele a deux matrices. 

Si ces modeles presentent les proprietes necessaires pour une resolution algebrique, 
la raison n'en est pas encore claire. Bien evidemment de tels miracles sont lies aux pro- 
prietes d'integrabilite des modeles considered mais le lien profond entre une integrate de 
matrice donnee et l'existence d'une eventuelle structure algebrique associee n'est pour 
l'instant pas claire. On peut, par exemple, se demander si de tels resultats peuvent etre 
etendus a des modeles equivalents avec des matrices appartenant a un autre groupe : 
par exemple a des matrices quaternioniques ou reelles symmetriques. Nous ne discute- 
rons pas cette question ici puisque la reponse n'en est pas encore connue en general : 
on a seulement observe, au cas par cas, que Ton retrouvait une structure similaire pour 
plusieurs modeles differents. 



1 Modele a une matrice. 

Le modele a une matrice hermitienne est tres proche du modele a deux matrice^] 
Pour le definir, considerons la fonction de partition Zimm definie par l'integrale de 
matrices formelle 

Z 1MM := [dMe-^ M \ (1-1) 



effet, comme nous le verrons dans la partie 1.4 ce modele est un cas particulier du precedent 
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ou V(x) est un potentiel dont la derivee est une fonction rationnelle donnee par ses 
zeros {Xi}i=i...d et son denominateur D{x) : 

d 

Hi* - X.) 

et l'integrale sur les matrices hermitiennes de taille N x N est a comprendre au sens 
formel de maniere similaire a l'integrale a deux matrices Eq. ( 1-2 ) du chapitre precedent. 
Pour cela, choisissons une partition de iV a d elements : 

ra= {n 1 ,n 2 ,...,n d } (1-3) 

telle que 

d 

N = Y,n i} (1-4) 

i=i 

a laquelle on associe une matrice diagonale 




(1-5) 

solution de V'(Mfj) = 0. Decomposons egalement le potentiel V{Ma + M) en mettant 
a part sa partie quadratique en M dans son developpement de Taylor pour un petit 
M : 

Tr V(M) = Tr (V(M H ) + V quad (M) + 5V(M)) (1-6) 

ou V qua d(M) contient tous les termes quadratiques en M. Le developpement en serie 
de la partie non quadratique s'ecrit comme une serie formelle 

N °° 1 

exp -—5V(M) = V -T- j NH5V(M)V. (1-7) 

T z — ' 7! 

i=o J 

On definit alors la fonction de partition du modele a une matrice comme la serie 
formelle : 

oo 2k 

Zimm '■= T k ^ AkJ (1-8) 

k=0 j=0 

ou les coefficients A^j sont des polynomes de Laurent en iV 2 definis par les valeurs 
moyennes par rapport a la mesure gaussienne exp (— ^V^ na d(M))c?M des termes du 
developpement en serie de Eq. (1-7) : 

f dMe-% v ^ M ^^T- j N^(6V(M)) j Jl 1 



2 



Ce modele, a premiere vue bien plus simple que le precedent, presente deja beaucoup 
des ingredients necessaires a la resolution de ce dernier. II a done souvent servi de 
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premier test pour des nouvelles methodes de resolutions. Ainsi, depuis l'introduction 
du developpement topologique (et done du modele formel) dans [22J, le modele a ete 
resolu par etapes successives. II a d'abord ete montre dans le cas a une coupure dans 
[99| [8j |25] que les observables du modele sont plus facilement decrites en termes des 
points de branchements d'une courbe algebrique associee : la courbe spectrale. Cette 
methode a ete recemment amelioree par la technique diagrammatique developpee par 
Eynard dans [12] permettant de calculer le developpement topologique de toutes les 
fonctions de correlation quel que soit le nombre de coupures. C'est cette methode qui 
a servi de base a tous les travaux presentes dans cette these. Elle a ensuite ete etendue 
dans [2Z] pour donner acces au developpement topologique de l'energie libre. 

Dans cette partie, nous presentons done les resultats obtenus dans ces deux articles 
[221 127] par Chekhov et Eynard. 



1.1 Interpretation combinatoire. 

Tout comme le modele a deux matrices, Fintegrale formelle Z\mm a une interpreta- 
tion combinatoire en termes de comptage de cartes, i.e. de surfaces composees de poly- 
go nes. En effet, de maniere analogue on peut voir cette integrate comme le developpement 
en diagrammes de Feynman epais autour d'un point col gaussien. Alors, Z\mm est la 
fonction generatrice de toutes les surfaces fermees composees de polygones avec au plus 
d cotes. Comme il n'y a plus qu'une matrice, les polygones ne portent plus ici de spins. 

On peut ainsi definir l'energie libre comme la fonction generatrice des surfaces 
fermees connexes : ^ 

F\mm '= —=~ky(ZiMM), (1-10) 

ainsi que les fonctions de correlation a k points, Wj.(xk), comme les fonctions 
generatrices des surfaces avec k bords : 

^(x K ):=iV"(nT r ^) ; d-11) 

On peut egalement selectionner le genre h des surfaces generees en ecrivant les develop- 
pements topologiques respectifs de ces fonctions : 

oo oo 

F lMM = J2 N2 ~ 2hFih) et W k ^ K ) = J2N 2 - 2h - k W { k h) . (1-12) 

h=0 h=0 



1.2 Courbe spectrale classique. 

Equations de boucles. 

Considerons F equation de boucles associee au changement de variable SM = -^zjj- 
Elle peut s'ecrire sous la forme : 

,r, x2 1 t ,m x V'(X) 2 1 I V'(x)-V(M)\ 

Y {x r-- Wl{x , x) = -U—-(Tr U_J >j (1-13) 
ou Fon a defini la fonction Y(x) = ^-4^- — ( Tr ^r^)- 
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12 d-1 d d+1 



Fig. 3.1 - Le polytope de la courbe spectrale classique du modele a une matrice. 



En oubliant le terme en on construit la courbe spectrale classique associee au 
modele a une matrice : 



£iMM(x,y) = D(x) 2 (y 2 (x) - ^£ + P(x)) 



(1-14) 



oil D{x)P[x) est un polynome de degre au plus d — 1. II est completement fixe par le 
choix des fractions de remplissage n par la prescription : 



Vi. 



2m 



Y {0 \x)d 



x 



A, 



N 



;i-is) 



pour un choix de base de cycles canonique {Ai, Bi} sur £i MM (x, y) et le comportement 
a petit T : 



V'(x) 1 



11; 



N^x-Xi 
i=i 



+ 0(T 2 ). 



(1-16) 



Proprietes de la courbe spectrale. 

La courbe spectrale £imm(x, y) est une courbe hyperelliptique puisque quadratique 
en l'une de ses variables. Cette simple observation a plusieurs implications directes qui 
permettent de simplifier son etude et la description des fonctions qu'elle engendre. 

Comme dans le cas du modele a deux matrices, £\mm peut etre vue comme une 
surface de Riemann compacte Simm munie de deux fonctions meromorphes x et y de 
Eimm dans C telles que : 



v> g £ima/, £imm(x(p), yip)) = o. 



;i-i7) 



La simple lecture du polytope de £\mm de la figure |3.1| nous permet de voir que 
le genre maximal de £\mm est — 1 et qu'il existe deux points a l'infini sur cette 
courbe comme dans le cas du modele a deux matrices : oo x et oo y . Ces deux points 
sont caracterises par le comportement de la fonction y(x) en leur voisinage : 



ydx 



V'(x)dx et t/aun pole simple en oo y . 



:i-it 



La propriete d'hyperellipticite de la courbe spectrale en elle meme signifie qu'il n'y a 
que deux feuillets en x. En effet, pour un x generique fixe, £iMM{x,y) est un polynome 
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Fig. 3.2 - Exemple de courbe hyperelliptique avec 6 points de branchement. Elle forme 
une surface de genre 2. 

de degres 2 en y et l'equation £imm(x,v) = a deux solutions en y. Cependant, 
pour certaines valeurs particulieres de x, cette equation peut avoir un unique zero 
double en y : les deux feuillets se rejoignent done en ces points x(aj), les points 
de branchements. lis peuvent etre caracterises par l'annulation de la differentielle 
dx(ai) = en leur relevement sur la surface Eimm par la fonction x. La courbe £\mm 
peut done etre vue comme deux copies de la sphere de Riemann collees selon des 



coupures joignant les differents points de branchements (voir figure 3.2). 



Remarque 1.1 Le nombre de points de branchements est directement lie au genre de 
Simm P ar la formule de Riemann-Hurwitz : 

„ Nombre de points de branchments 

Genre = -H . (1-19) 

Pour tout point p de Eimm, il existe done un unique autre point p avec la meme 
projection selon x : 

Vp G Ximm, 3!p tel que x(p) = x(p). (1-20) 

La forme de la courbe y 2 = f(x), permet meme de dire que les valeurs de y dans les 
deux feuillets sont opposees 

yip) = -y{P), (i-2i) 

le choix d'un feuillet consistant a choisir l'une des deux racine de f{x). Ainsi, les points 
de branchements coincident avec les zeros de la fonction y. 

La notation de p pour representer la deuxieme solution de 8iMM(x(p),y) = n'a 
pas ete prise au hasard puisqu'elle fait reference au point conjugue defini dans la partie 



8. 1 1 du chapitre 2. En effet, dans le cas d'une courbe hyperelliptique, puisqu'il n'existe 
que deux feuillets, l'application qui, a un point p associe son point conjugue p, est 
globalement definie et elle coincide avec la definition donnee ici. 

1.3 Solution des equations de boucles. 

On peut montrer que la methode utilisee pour resoudre le modele a deux matrices 
fonctionne encore pour le modele a une matrice et que les developpements topologiques 
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des fonctions de correlation et de l'energie libre sont donnes par le systeme triangulaire 
de relations de recurrence : 

Theoreme 1.1 Les termes du developpement topologique des fonctions de correlation 
sont recursivement definis par 



W™(q,p K ) = £ Q Res 



\dE p ^{q) ( (h-l) ( v 

P^^ a (y(p)-y(p)) dxip) \ ¥Y k+1 vr ' ^ ' rK )\ 



+ E 3 , m w j+i (p. pj) W k+il (p. p^- 



et cenx de l'energie libre par 

V/i > 1, (2/i - 2)F W = i^.ttf , 

avec I'operateur H x defini par son action sur une forme differentielle 

r°°y . 

H x .(j) :— Res Vi(x) + Res xycj) + / </>+/ < 



;i-22) 



;i-23) 



;i-24) 



On peut noter une legere simplification de ces regies grace a l'hyperellipticite de la 
courbe qui assure une definition globale de p satisfaisant : 



y(p) -y{p) = 2y(p). 

1-25) 

Les premiers termes du developpement topologique de l'energie libre sont connus 
depuis longtemps (voir par exemple [25l HSJ H7j) et s'ecrivent : 



Theoreme 1.2 



et 



F (0) = --H x .ydx 



dy ^ 

dzi 



1-26) 



1-27) 



ou tbx est la fonction r de Bergmann associee a x definie par Eq. (8-52) du chapitre 
2. 



1.4 Lien avec le modele a deux matrices. 

Revenons au modele a deux matrices defini dans le chapitre precedent en considerant 
le cas particulier oil Fun des potentiels est quadratique, par exemple : 



V2(y) := y 2 



1-28) 



On peut alors reecrire l'integrale formelle Eq. (1-2) du chapitre 2 sous la forme : 



dM 1 e~* TrV ^ / dM 2 e 



Tr 



4 
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(1-29) 

ou Ton est passe de la premiere ligne a la deuxieme par un simple changement de 
variables dans la seconde integrate et le coefficient de proportionnalite de la derniere 
ligne est simplement l'integrale gaussienne sur M de la seconde ligne. 

On voit ainsi que le modele a une matrice est equivalent a un modele a deux matrices 
dont l'un des potentiels est gaussien. II est facile de verifier que tous les elements decrits 
dans cette partie a propos du modele a une matrice coincident bien avec les resultats 
d'un modele a deux matrices avec potentiel quadratique. On peut par exemple verifier 
que la courbe spectrale classique du modele a deux matrice se reduit a celle du modele 
a une matrice si V2 est quadratique. Toutes les autres proprietes de cette partie peuvent 
en etre derivees. 

2 Modele de matrices en champ exterieur. 

2.1 Definition et interpretation combinatoire. 

Dans cette partie, nous abordons le modele a une matrice en champ exterieur defini 
par l'integrale formellc [109J : 

Z Mext (A)= [ dMe - NTr ^- M ^ (2-1) 



ou V'(x) = ^ k = /: est une fraction rationnelle de denominateur -D(x), et A est une 
D(x) 

matrice exterieure de taille N x N supposee diagonale : 



A = diag ( Ai, . . . , Ai, A 2 , • • • , A 2 , • • • , A g) . . . , X s ). (2-2) 

Ce modele a une importance particuliere du point de vue mathematique. En effet, 
le cas particulier ou V(x) = x 3 et A = A 2 a ete introduit par Kontsevich [72] dans un 
contexte tout a fait different pour calculer les nombres d'intersections de surfaces de 
Riemann. Ce rapprochement entre deux problemes a priori tres eloignes est principale- 
ment due au fait que Ton peut construire une bijection entre l'ensemble des classes de 
Chern des surfaces de Riemann et les cartes avec des bords marques et que l'integrale 
de Kontsevich est une realisation explicite de la fonction r de la hierarchie integrable 
de KdV [7J. 

De plus, ce modele a ete lie au precedent. En effet, en se basant sur une comparaison 
des equations de boucles, il a ete montre que Ton pouvait obtenir cette integrate comme 
le carre d'une double limite d'echelle d'un modele a une matrice [83] , avant de montrer 
qu'elle peut etre obtenue egalement directement comme le resultat d'une autre double 
limite d'echelle du modele a une matrice [10J. 
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En fait, en considerant un modele a une matrice en champ exterieur, on pourra 
avoir acces aux fonctions r de n'importe quelle reduction de la hierarchie KP et Ton 
ne sera pas limite a KdV. Ceci semble indiquer que le resultat des doubles limites 
d'echelles du modele a deux matrices est contenu dans l'ensemble des modeles a une 
matrice en champ exterieur. 

Dans cette partie, nous montrons comment on peut appliquer exactement la meme 
methode que precedemment pour resoudre ce modele. 

2.2 Resolution du modele. 

Comme dans les modeles a une et deux matrices, on definit de maniere analogue 
les developpements topologiques de l'energie libre et des fonctions de correlation par : 

w k (x 1 ,...,x k ):=N k ' 2 (f[tT^—\ + 6k ' 2 (2-3) 

\f = l X i - M I (^1 - X V 

oo 1 

M*K) = J2jpM h) M ( 2 - 4 ) 

h=0 

et 

^iviext := ~jp hi Z Mcxt = ^ N2 ~ 2h FmLv ( 2_5 ) 

h=0 

II est aussi important d'introduire le polynome minimal de A : 

s 

S(y):=il(y-Xi), (2-6) 

ainsi que les deux polynomes 

^'(^^F rit^)^^,) (2-7) 

et 

ft<*. * x.) = iV- / tr Hx)-V-W) g fa)-S(A) £ fa 1 \ 

\ x — M y - A x ir - M J 

On voit que w^x, y; x#) est un polynome en y de degre s — 1 et que D(x)Pk(x, y; x#) 
est un polynome en x de degre d — 1 et en y de degre s — 1. 

Equation de boucles maitresse et courbe spectrale classique. 

Le changement de variable 
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donne l'equation de boucles 
(y+w 1 (x)-V'(x))(u (x,y)-S(y)) + ^u 1 (x,y;x) = (V'(x)-y)S(y)-P (x,y). (2-10) 
On definit la courbe spectrale du modele de matrice en champ exterieur par 

(2-11) 



EMext(x,y) := ((V'(x) -y)S{y) - P (x,y)) D{x) 



et la fonction 

Y(x) := V'(x) - wi(x). (2-12) 



L'equation de boucles Eq. (2-10) s'ecrit alors 



E Me xt(x, Y{x)) = j^u x {x, Y(x); x)D{x) (2-13) 

et devient une equation algebrique a l'ordre dominant dans le developpement en '■ 

E$L(*,Y{z)) = (2-14) 
defmissant ainsi la courbe spectrale classique de ce modele. 

Proprietes de la courbe spectrale classique. 

Etudions les proprietes de la courbe algebrique Suext{x,y) = E^ cxt (x,y) = 0. 

Puisque y est solution d'une equation de degre s + lax fixe, la courbe 8Mext(x, y) 
presente s + 1 feuillets en x. Ceux-ci peuvent etre discrimines par le comportement de 
x{p) lorsque p approche un pole : 

• dans le feuillet physique, y(p) ~ V'(x(p)) — l/x + 0{l/x 2 {p)) quand x{p) — > oo ; 

• Dans les autres feuillets, y{p) ~ \ + ^ + 0(l/x 2 (p)). 

La courbe ^Mext est de genre maximal g < s — 1 et on definit les fractions de 
remplissages comme des parametres du modele : 

€i := <f> ydx. (2-15) 

Equations de boucles et developpement topologique. 

Comme precedemmment, on prefere travailler avec des fonctions de correlations 
definies comme des differentielles sur la courbe spectrale classique plutot qu'avec des 
fonctions multivaluees dans le plan complexe. On definit done : 

Wfe(p K ) := w fc (x(p K )) dx(px) . . . dx(p k ) (2-16) 



et 

Uk{p, V\ Pk) := u k (x(p), y\ x(p K )) dx(p)dx(p 1 ) . . . dx(p k ) (2-17) 
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de meme que leur developpements toplogiques : 

oo oo 

W k (pK) = Y,N 2 - 2h Wt h \p K ) and U k (p, y; p K ) = £ ^~ 2 * U k J (P, V\ Pk)- 

(2-18) 



h=0 



/i=0 



Le developpement topologique de Eq. (2-13) donne pour h > 1 : 

£W(a;,y) D(x)(y - y(x))4 ft) (x, y) + D(x)w$(x)4 0) (a;,y) 



h-l 



+D(x)^2w ( $(x)u i h m \x,y) + D(x)u[ h l \x,y]x), 



(2 - 19) 



m=l 



ou E^(x,y) est le developpement topologique du polynome Eyiext- 
Cette equation est sufnsante pour demontrer le theoreme : 



Theoreme 2.1 

E Mex t(x,y) = 

~D(x) " (UUV - V'(x(p)) + jf Tr 



D{x)[{V'{x)-y)S{y)-P (x,y)} 

(2-20) 



et 



U (p,y) = -" (f[(y - V'(x(p)) + i Tr -pi 



0) — M' 



(2-21) 



cm " < . >" esi defini comme dans le theoreme 9.1 



Preuve: 

La preuve est completement similaire a celle du theoreme 9.1 du chapitre 2. □ 
Comme dans les cas precedents, cette propriete nous permet de montrer que les 
equations de boucles sont resolues par le systeme triangulaire de definitions : 



+ J2j,m W jTl (P. PJ) W k+l-j (P. PK- J, 



avec la donnee initiale de la fonction a deux points : 

W 2 {0 \p 1 ,p 2 ) = B(p 1 ,p 2 ), 



(2-22) 



(2-23) 



ou les notations sont les memes que dans les parties precedentes pour des objets dermis 
cette fois ci sur la courbe algebrique ^Mext- 

On obtient egalement ainsi le developpement topologique de l'energie libre : 



\ih - 1, FSL, = Res <f>(q)Wl n) (q), 



1 



r(h), 



(2-24) 



ou 0(g) est n'importe quelle primitive de ydx(q). 
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3 Conclusion du chapitre. 

Nous avons montre dans ce chapitre comment il est possible d'appliquer la meme 
procedure pour resoudre le modele a une matrice et le modele en champ exterieur que 
pour resoudre le modele a deux matrices. Pour cela il suffit de garder les memes 
resultats en changeant seulement la courbe spectrale. On a done obtenu une 
formule generate unique pour resoudre ces differents modeles de matrices formels. 

Une premiere question se pose : a quelle categorie de modeles de matrices peut-on 
appliquer la meme procedure? Pour le moment, la reponse a cette question n'est pas 
connue en general meme si Ton connait des modeles pour lesquels cette methode semble 
fonctionner comme le modele a plusieurs matrices couplees en chaine. 

Une autre question se pose alors : il parait evident que Ton peut generaliser cette 
procedure au dela des modeles de matrices. A toute courbe algebrique, on peut associer 
des families infinies d'energies libres et de fonctions de correlation par la meme methode. 
Que representent alors ces objets lorsque la courbe algebrique n'est pas issue d'un 
modele de matrice ? Ont-ils des proprietes particulieres ? Nous tenterons de repondre 
autant que possible a ces questions dans le chapitre suivant. 



CHAPITRE 3. AUTRES MODELES DE MATRICES. 



Chapitre 4 

Invariants algebriques. 



Dans les chapitres precedents, nous avons etudie differents modeles de matrices her- 
mitiennes. Nous avons ainsi pu calculer les developpements topologiques de l'energie 
libre et des fonctions de correlation respectifs de ces modeles. Etant donne un modele, 
il etait suppose depuis longtemps que les coefficients de ces developpements pouvaient 
s'exprimer uniquement en termes des modules d'une courbe algebrique : la courbe 
spectrale classique associee au modele considere. Cependant il est plus surprenant que 
les resultats presentes precedemment montrent qu'il existe une formule unique pour 
resoudre ces differents modeles en changeant simplement la courbe algebrique sur la- 
quelle travailler : c'est-a-dire que l'on est capable de definir des fonctions -F^^Modeie) 
qui coincident avec le developpement de 't Hooft de l'energie libre -^Modele du modele 
dont la courbe spectrale est ^Modele- 

II est alors naturel de se poser la question d'une generalisation de cette procedure 
au dela des modeles de matrices. Etant donnee une courbe algebrique S quelconque, 
nous definissons dans ce chapitre des nombres F^ 9 \£) par la meme procedure que pour 
le calul de l'energie libre des modeles de matrices et etudions leurs proprietes. Tous les 
resultats presentes ici peuvent etre trouves dans [IV] avec les demonstrations associees. 

Dans un premier temps, nous allons brievement rappeler les differents parametres 
definissant une courbe algebrique S, c'est-a-dire les modules de notre probleme. Nous 
definirons ensuite une famille de formes differentielles sur la courbe S en imitant 
la resolution des equations de boucles des modeles de matrices hermitiennes. Nous 
nous attacherons ensuite a l'etude des variations de ces formes differentielles sous les 
deformations de la courbe algebrique. Nous montrerons enfin comment la connaissance 
de ces lois de deformation ainsi que des proprietes d'invariance en decoulant, sont un 
outil tres puissant, en particulier pour demontrer l'equivalence de differents modeles. 
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1 Definition des modules de la courbe. 



Considerons une courbe algebrique quelconque definie comme dans la partie 
8.1 du chapitre 2Qpar l'equation : 



£(x,y)=0 (1-1) 

et qui peut etre vue comme une surface de Riemann compacte E de genre donne Q 
muni de deux fonctions meromorphes x, y telles que : 

VpeS, E(x(p),y(p)) = Q (1-2) 

ainsi que d'une base symplectique de cycles {(A^, B^}}^ =1 . 

Ceci fait, les poles cii de la forme differentielle ydx et les points de branchements a* 
annulant dx(a,i) = sont fixes. On peut alors decrire les modules de la courbe : 

- Les fractions de remplissage : 



1 

2iir 



ydx; (1-3) 



A 



- Les temperatures : 

to,i '■— Res ydx; (1-4) 

Oti 

- Les autres modules aux poles : tj s i definis par les polynomes 

ViizM) := ^ /,,:,', (/') := Res y(q)dx(q) In (l - ^f-) (1-5) 

ou — est une bonne variable locale au voisinage du pole ctj independante de y. 

2 Deformation par k. 

En plus de ces modules propres a la courbe algebrique elle-meme, on introduit un 
parametre supplementaire pemettant de changer la normalisation des fonctions de base. 

Pour une matrice symetrique quelconque k, on deforme les briques de bases de 
la construction des fonctions de correlation du modele a deux matrices en defmissant : 

Definition 2.1 Pour toute matrice symetrique K, on definit le noyau de Bergmann 
K-deforme : 

B(p,q)[n\ := B(p,q) + 2iir J ^2du i (p)K ij du j ( y q) (2-1) 

i,j 

ainsi que la deformee de la differentielle Abelienne de troisieme espece : 

dS qim {p)= I"' B(p,q) (2-2) 



1 Dans tout ce chapitre, nous reprendrons les notations de la partie 8.1 du chapitre 2 sauf indication 
contraire. On pourra s'y reporter directement sans avoir lu au prealable le reste du chapitre ayant 
trait au modele a deux matrices. 



2. DEFORMATION PAR k. 



Ill 



oil le chemin d 'integration se situe entierement dans le domaine fondamental, et, au 
voisinage d'un point de branchement, 

dE q (p)[n\ := dE q (p) + 2m^2 l du i (p)n ij (u j (q) - Uj(q)). (2-3) 



On definit egalement un ensemble de cycles dependant de k melangeant les elements 
de la base {(A^BA} : 

Definition 2.2 Pour une matrice symetrique k quelconque, on definit V ensemble de 
cycles K-deformes {(Ai, Bi)}? =1 par : 

A := (1 + kt)A- kB . s 

B:=B-tA [ ] 

oil Von a utilise une notation vectorielle pour decrire les cycles : A := (Ai). 

Ceci nous permet de definir des fractions de remplissage associees a chaque valeur 
de k : 

Definition 2.3 On definit les fractions de remplissage k deformees par : 

e,:=^-f A ydx. (2-5) 

Ces cycles permettent egalement de mieux decrire les proprietes de normalisation 
des differentielles /t-deformees. Ces differentielles satisfont les proprietes suivantes : 

- Symetrie et normalistion du noyau de Bergmann deforme : 

B(p,q)[ K ] = B(q,p)[K] , I B\k] = , I B(p,q)[ K ] = 2md Ui (p). 

JAi JgeBi 

(2-6) 

- Formule de Cauchy : pour toute fonction meromorphe f(p), sa differentielle est 
donnee par 

df(p)= Res B(p,q)f(q). (2-7) 

- B(p,q)[0]=B(p,q). 

- Structure de poles et normalisation de dS qi ^ q2 : C'est l'unique forme meromorphe 
avec seulement deux poles simples en qi et q^ telle que 

Res dS qi q2 = 1 = — Res dS qi q2 , ® dS qi q2 = (2-8) 
qi ' ~ 92 JAi 

et elle satisfait : 

f dS qim = 2in(ui(qi) - Ui(q 2 )). (2-9) 

- Symetrie de dS : 

dS qi , q2 — —dS q2m , (2-10) 
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Expression de dS en termes des fonctions 6 : 

dS qim ij>) = d P In f g Z ||]|^ + 2in Yl du^Kijiu^qx) - Uj(q 



2))- 



(2-H) 



Derivation et integration de dS : 

d qi (dS quq2 (p)) = B( qi ,p) (2-12) 

et 

dSq lt q 2 = I dSp ltP2 . (2-13) 

pi Jqi 

- Formule de Cauchy : pour toute fonction meromorphe / : 

f(p) = - Res dS qi>q2 (p)f(qi). (2-14) 
qi^p 

- L'identite bilineaire de Riemann reste verifiee avec ces nouveaux cycles deformes. 
Considerant uj\ et u) 2 deux formes meromorphes sur la surface £ et un point po 
arbitraire,on definit $i sur le domaine fondamental par 

$i(p) = f'u! (2-15) 

•Jpo 

ou le chemin d'integration reste a l'interieur du domaine fondamental. 
On a alors l'identite bilineaire de Riemann : 

9 

UJl <p UJ 2 



Res §i(p)uj 2 (p) = — !— / uji <p uj 2 - (p uji <p 

J— / uji <p ui 2 - <p uji <t ui 2 . (2-16) 

2m JBi Jb, J A, 



- On peut egalement decomposer ydx (comme dans Eq. (8-48) du chapitre 2) sur 
les modules en tenant compte des k deformations : 

ydx = 22 t i,i B hi + *o,i^a il0 + 2«7r e»d«i (2-17) 



avec 



B^ip) = - Res fl(p, q)z ai (q) j - (2-18) 



3 Fonctions de correlation et energies libres. 

3.1 Definitions. 

Dans les chapitres precedents, on a vu comment, etant donnee la courbe spectrale 
classique Emm d'un modele de matrices aleatoires, on peut calculer les developpements 
topologiques de ses fonctions de correlations W^^mm et son energie libre F MM grace a un 
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ensemble d'applications (resp. wjf ^) allant de l'ensemble des courbes algebriques 
£ dans l'ensemble des nombres complexes (resp. des /c-formes sur £) : 



9=0 



Fmm := N- 29 F^\E MM ). (3-1] 

9=0 



Si ces applications donnent des resultats convaincants lorsqu'elles sont utilisees dans le 
cadre des modeles de matrices, il est interessant de les etendre au dela de ces derniers. 
Dans cette partie nous allons done etudier leurs proprietes en toute generality. Nous 
allons commencer par definir ces objets sans supposer l'existence d'un quelconque 
modele de matrices sous jacent. 

Par imitation du developpement topologique des fonctions de correlation et de 
l'energie libre du modele a deux matrices, on definit ainsi : 

Definition 3.1 Fonctions de correlation : 



=0 if g < 



wi°\ P ) = o 



(3-2) 
(3-3) 

W 2 {0 \p 1 ,p 2 )=B(p 1 ,p 2 ) (3-4) 
et on definit par recurence sur k et g les formes multilineaires meromorphes : 

W J g 1 (p,p K ) = 

= E Rf. W (E ^JCK W}${q, p J )Wfc: i ) (g,PK/ J ) + <- 2 1) (g,?,PK)). 

i m=0 



Energies fibres : 



Vg > 1 , = -i— V Res $(q)Wi 9 \q) 
2 — Zg / — ' q-^a,i 



oil $ est une primitive quelconque de ydx, et pour g = 1 




ou 



y'(a>i) 



dyjaj] 
dzAai 



Zi(p) = yjx{p) - x{a,i) 



(3-5) 



(3-6) 



(3-7) 
(3-8) 



et tbx fonction r de Bergmann definie par Eq. (8-52) 
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L 'ordre dominant est quant a hi defini par : 



F(0) = \ E R a S Viydx + \ E ~ ^~ E f ydx j ydx 



ou 



f° dz a . 
Hcxi= I (ydx - dVi + t ,i—^-) + Vi(o) -t 0ji \n(z ai (o)). 

J (Xi Z Oli 



(3-9) 
(3-10) 



Dans la suite, on notera : 



\/i — 1 . . . Q , Ti := (b ydx. 

IB, 



(3-11) 



On definit egalement les fonctions speciales correspondant au cas ou k — > : 
Definition 3.2 Fonctions de correlation speciales : 

W_[ 9) = if g < 



W_f\p 1 ,p 2 ) = B(p 1 ,p 2 ) 



(3-12) 

(3-13) 
(3-14) 



ou B est le noyau de Bergmann non deforme, et on definit par recurrence sur k et g 
les fomes multilineaires meromorphes : 



wd£i(p,PK) 



m=0 



Energies fibres speciales : 



(3-15) 



V<7 > 1 , = — ^- Res ^)^f\q) 
Z — Zg z — ' ?^ai 



(3-16) 



e£ ; pour g = 1, 




(3-17) 



L 'ordre dominant est quant a hi defini par : 



a 7 » A' ^7 



(3-18) 
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3.2 Representation diagrammatique. 



On reprend la representation diagrammatique introduite dans la partie 9A_ du cha- 
pitre 2 en changeant legerement les valeurs des propagateurs et vertex : on change par- 
tout les noyaux de Bergmann par leurs k deformees, y compris dans les differentielles 
abelienes de troisieme espece. 

Ainsi, les fonctions de correlation et energies libres sont obtenues en sommant sur 



le meme ensemble de graphes que celui defini par le theoreme |9.3| du chapitre 2 mais 
avec les poids definis par : 

Definition 3.3 Le poids V(G) d'un graphe G est donne par les regies suivantes : 

- On marque tout vertex trivalent du graphe par un point courant r» de S et on 
associe a son enfant de gauche et f{ a son enfant de droite. Toute arete relie 
alors deux points de la surface E ; 

- A une arete non orientee liant r et r', on associe le facteur B(r,r') 

- A toute arete orientee allant de r vers r' on associe le facteur i—n\ - 

7 » (y(r')—y(r )jdx(r') ' 

- Suivant les fleches en sens inverse ( des feuilles vers la racine ), a chaque vertex 
r, on calcule la somme sur tous les points de branchement ai des residus quand 
r — ► a-i : y Res . 

i 

- Apres avoir calcule V ensemble de ces residus, on obtient le poids du graphe. 



dE r ,(r) 



Cela peut simplement s'ecrire 



T>(V q ) :=B(p,q), 



et 



V P 



Res 



dE q {p) 

Les fonctions de correlations sont alors donnees par 
Theoreme 3.1 



(3-19) 



(3-20) 



^ ( lofePK)= £ V{G). 



(3-21) 



3.3 Proprietes. 

Ces nouveaux objets possedent de nombreuses proprietes dont certaines sont lar- 
gement inspirees des modeles de matrices. Nous presentons ici un ensemble de ca- 
racteristiques utiles a la manipulation et a la comprehension de ces objets. Toutes les 
demonstrations peuvent etre trouvees dans [IV]. 

Tout d'abord, et ceci est presque une definition, les chapitres precedents nous per- 
mettent d'ecrire le theoreme : 

Theoreme 3.2 Les developpements topologiques des energies libres des modeles a une 
matrice, deux matrices et une matrice en champ exterieur definies respectivement par 
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Eq. (1-10) du chapitre 3, Eq. (1-65) du chapitre 2 et Eq. (2-5) du chapitre 3 sont 
donnees par 

oo 

1 MM 



^N- 29 F {9 \£ 

3=0 



2MM 



J2 N ' 29 E {9) (£: 

9=0 



2MM 



(3-22) 



et 



-^Mcxt = N~ 29 F^ (£ Mext ) (3-23) 

9=0 

oil £imm, &2MM ^Mext sont les courbes spectrales classiques des modeles a une ma- 
trice, deux matrices et une matrice en champ exterieur respectivement, definies par 
Eq. (1-14) du chapitre 3, Eq. (7-15) du chapitre 2 et Eq. (2-11) du chapitre 3 et k a 
ete prise egale a 0. 

Les fonctions de correlation ainsi definies sont evidement symetriques en tous leurs 
arguments sauf le premier. Cependant, on peut voir que la fonction a trois points de 
genre peut etre mise sous une forme explicitement symetrique en tous ses arguments : 



Theoreme 3.3 La 3-forme s'ecrit : 

u/ (0)/ v r> B{q,p)B(q, Pl )B{q,p 2 ) 

W 3 ( P , PUP2 ) = Res . (3-24) 

Cette formule est la generalisation de la formule donnee par Krichever dans le cadre 
des modeles de matrices [77]. 

II est tres important de connaitre la structure de poles des fonctions de correlation 
pour pouvoir les manipuler. On peut montrer qu'elles sont donnees par : 

Theoreme 3.4 Pour tout couple (k,g) 7^ (1,0), la fonction de correlation n'a 
de pole en chacune de ses variables qu'aux points de branchements en x, a^. 

Ce resultat qui est ici un theoreme est une condition necessaire pour que ces formes 
differentielles soient bien les observables voulues dans le cadre des modeles de matrices. 

De meme, dans le contexte des integrales matricielles, ces observables doivent etre 
bien definies sur chaque feuillet et done avoir des integrales nulles sur les cycles A4. 
Dans ce cadre plus general, on montre que : 

Theoreme 3.5 Pour tout couple (k,g), on a : 

Vi = l,...,0 <f Wj£ 1 (p, Pl ,..., Pk ) = 0, (3-25) 

Vz = l,...,0, Vm = l,...,fc <f Wj$ 1 (p,p 1 ,...,p k ) = 0. (3-26) 

Si dans le cadre particulier des modeles de matrices ou, rappelons le, k = 0, on 
considerait les integrales sur les cycles A de la base choisie au depart, on voit qu'il 
est important de considerer ici les cycles A[k] pour 

Deux proprietes egalement tres utiles des modeles de matrices concernant la somme 
sur l'ensemble des feuillets sont conservees : 
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Theoreme 3.6 Pour tout couple (k,g), on a : 

£<>( P >,,.., Pi )^^^ (3-27) 

et k > 1 : 

E H&fa.l^, -,«>)= (ffj.^, (3-28) 

on /a somme porte sur tous les feuillets, c'est-a-dire tous les points p % tels que x(p % ) = 
x(p). 

Theoreme 3.7 Pour (k,g) ^ (0, 1), 

p1 9 \x{pUk) = E [ " Mp l )dx{p)wH l {p\p K ) 

m=0 JC-ftT 

(3 - 29) 

est nne fonction rationnelle de x{p) sans pole aux points de branchements en x. 

Ces proprieties nous permettent finalement de montrer la symetrie des fonctions de 
correlation en tous leurs arguments : 

Theoreme 3.8 wjf\p 1: . . . ,p k ) est une fonction symetrique de toutes ses variables 
Pi- 

Cette propriete est encore une fois naturelle dans le cadre des modeles de matrices 
mais je tiens a souligner a nouveau que rien n'assurait a priori qu'elle soit vraie dans 
un cadre plus general. 

Ceci nous permet d'affiner la description du comportement des fonctions de cor- 
relations en leurs poles : 

Corollaire 3.1 

Vi, BaaW$ 1 (p,p 1 ,...,p k ) = 0, (3-30) 
Vi, Res x(p)W^ 1 (p,p 1 , ...,p k ) = 0, (3-31) 

a, 

V Res y(p)W^ 1 (p,p 1 , ...,p k ) = 0, (3-32) 

i 

£ Res x (p)y(p) W k+i(P,Pii ■■■,Pk)=0- (3-33) 

i 

3.4 Cas particuliers : genres et 1. 

Dans cette partie nous montrons comment ces relations de recurrences s'ecrivent 
explicitement dans les cas ou la courbe algebrique S est de genre ou 1. En effet, dans 
ces cas la, on peut les exprimer dans un langage peut-etre plus familier. 
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Genre 0. 

Comme nous l'avons vu dans le chapitre 2, si l'on veut faire de la combinatoire 
de cartes par l'intermediaire des modeles de matrices, il faut imposer que la courbe 
spectrale classique associee soit de genre en imposant toutes les fractions de remplis- 
sage nulles sauf l'une d'elles. Alors, la surface de Riemann compacte E est equivalente 
a la sphere de Riemann sous les transformations conformes. II existe done une pa- 
rametrisation rationnelle de £ , e'est-a-dire que l'on peut trouver deux fonctions ration- 
nelles X{p) et Y{p) telles que : 

E[x, y) = 3peC, x = X(p) , y = Y(p). (3-34) 

Dans ce cas, le noyau de Bergmann est defini comme le noyau de Bergmann de la 
sphere par : 

dpdq 
(p-qf 

et la forme premiere est simplement : 



B(p, q) = B(p, q) = — — — = d p d q In (p - q) (3-35) 



E(p,q) = E(p,q)=P=J=. (3-36) 
y/dpdq 

Les points de branchement sont les zeros de la fonction X(p) : 

Xfa) = 0. (3-37) 

Le vertex est alors donne par : 

1 1 



Res 1 



2(Y(q) - Y{q))X'{q)dq 



q — p q — p 



(3-38) 



et les differentes fonctions de correlation sont facilement obtenues par developppement 
de Taylor des fonctions X et Y au voisinage des zeros de X'. 

Genre 1. 

Si la courbe est de genre Q = 1, alors on peut la parametrer sur le losange cor- 



respondant au domaine fondamental d'un tore (cf. fig, 2.3 du chapitre 2) i.e. on peut 
trouver une parametrisation elliptique de £. Ainsi il existe deux fonctions elliptiques 
X(p) et Y{p) PH] telles que 

£(x, y) = O 3p E C , x = X(p) , y = Y(p) 
X{p+l)=X{p + T)=X{p) , Y(p+1) =Y(p + r) =Y(p). (3-39) 

Alors le noyau de Bergmann est quasiment la fonction de Weierstrass correspon- 
dante PH] : 

B(p, q) = (p{p ~q,r) + dpdq. (3-40) 

La forme premiere est donnee par : 

(3 - 41) 
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Notons que si k = 2il ^ T , le noyau de Bergmann deforme se reduit a la fonction de 
Weierstrass 

B(p, q) = p(p - q, t) dpdq (3-42) 

et est done invariant modulaire. Nous verrons dans la prochaine partie que cette pro- 
priete s'etend a toutes les courbes algebriques et n'est pas un artefact du genre 1. 



4 Deformations de la courbe. 

Nous avons defini les fonctions de correlation et energies libres comme des fonction- 
nelles d'une courbe algebrique 8, on peut alors se poser la question de leur dependance 
en les modules de cette courbe : comment varient ces quantites lorsque Ton change la 
parametrisation de la courbe ou bien la courbe elle meme par l'intermediaire de ses 
modules ? 



4.1 Invariance symplectique. 

Le theoreme suivant montre que sous certaines transformations de la courbe algebri- 
que S, les energies libres restent inchangees. 

Theoreme 4.1 Pour tout g, reste inchangee lorsque Von change £ par I'une des 
transformations suivantes : 

- * - SI (J S£v *vec (a, 6, c, d) G C 4 ; 
-x^>-xety—>-y + R(x) pour toute fonction rationnelle R(x) ; 

- x — > —x et y — > y ; 

- x — > y et y — > x. 

La demonstration des trois premieres proprietes decoule directement des definitions 



par l'intermediaire de la representation diagrammatique presentee dans la partie |3.2 
La demonstration de la derniere symetrie est beaucoup plus difficile. Dans le cadre du 
modele a deux matrices, elle correspond a dire que le calcul de l'energie libre donne le 
meme resultat que Ton resolve les equations de boucles obtenues par variation de la 
matrice Mi ou par variation de M 2 , e'est-a-dire que le resultat ne depend pas du mode 
de calcul. La demonstration passe ici par la generalisation des fonctions de correlation 
mixtes H^.j dans ce cadre plus general et leur etude precise. Cette derivation tres 
technique peut etre trouvee dans [VI]. 

Ce theoreme montre que les energies libres sont des invariants d'une certaine classe 
de courbes algebriques, e'est pourquoi nous nommerons dorenavant invariants algebriques 
les Fk0 II nous fournit un outil tres puissant pour comparer differents modeles ca- 
racterises par une courbe algebrique. Nous montrerons par exemple son utilite dans la 
comparaison de plusieurs modeles de matrices dans la partie [6] de ce chapitre. 

Remarque 4.1 On parle ici d'invariance symplectique parce que toutes ces transformations 
conservent la forme symplectique 

\dxAdy\. (4-1) 



2 En effet, le terme energie libre inspire des modeles de matrices n'a plus de sens ici tant qu'aucun 
systeme physique sous-jacent n'a ete identific. 
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Cependant, il n'est pas clair pour le moment si est conservee par toute transformation 
laissant cette forme inchangee. Plus precisement, on ne connait pas de caracteristaion de 
l'ensemble des transformations conservant les F^ 9 '. 

4.2 Variation par rapport aux modules de la courbe. 

Considerons une variation infinitesimale de la courbe 8 — > 8 + 58 , obtenue par une 
variation de y(x) ax fixe : 

5 n y\ x dx = -tt. (4-2) 

Remarque 4.2 On peut travailler a n'importe quelle coordonnee locale z fixee plutot que 
x fixe. On a alors une structure de Poisson : 

Sny\ z dx — S(ix\ z dy = -Q (4-3) 

ou O est une forme differentielle quelconque dont nous restreignons les proprietes dans la 
suite. 

Nous allons etudier comment les differentes formes differentielles et invariants in- 
troduits plus haut varient sous cette transformation. Pour ce faire, nous allons d'abord 
etudier comment varie l'element de base de cette construction : le noyau de Bergmann. 

Formule variationnelle de Rauch et variation du noyau de Bergmann. 



Sous cette transformation, Eq. (4-3) montre que la variation de la projection des 



points de branchements dans le plan x est donnee par : 

M«i) = !tt- ( 4 - 4 ) 

en supposant ici que ^ n'a pas de pole aux points de branchements. 

La formule variationnelle de Rauch |HSJ E3] nous dit alors que la variation du noyau 
de Bergmann s'ecrit 



5nB(p,q)\ x(j))Mq) = VRes 



Q(r)B_(r, p)B_(r, q) 



r^at dx(r)dy(r) 
(4-5) 

En integrant sur un cycle B, on obtient la variation des differentielles holomorphes : 

Q(r) B_(r, p)du(r) 



Sndu(p)\ x(p) = Yl Sfa 



dx(r)dy(r) 
(4-6) 

puis, par une seconde integration, la variation de la matrice des periodes de Riemann 

0(r)du(r)du*(r) 



5qt = 2m \ Res 

— ' r— >aj 



dx(r)dy(r) 
(4-7) 
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Etudions de meme la variation du noyau de Bergmann k deforme. II y a maintenant 
deux termes a faire varier : d'une part le noyau de Bergmann nu et d'autre part la 
deformation dont la variation se decompose elle-meme en la variation des differentielles 
holomorphes et de k lui meme. En effet, aucune contrainte ne vient s'opposer a un choix 
de k dependant de la courbe algebrique elle meme. La formule variationnelle de Rauch 
peut alors s'ecrire : 



SnB(p,q)\ 



x(p),x(q) 



Res n ( r )B(r,p)B(r, q) _ 2indu t( p )( K s slT K - fo/c)du( g ) 



2 Res 



dx(r)dy(r) 
n(r)dE r (p)B(r,q) 



(4-8) 

que Ton peut reecrire sous la forme 



uj{r) 



- 2m du 1 (p) (k, 5qt k, - 8nK)du(q) 



(da + tr [k 5 n r k - 5 n K] £-) B(p, q) 



n(r)B(r,p)B(r, q) 
r-*a dx(r)dy(r) 



-2 Res 



(4-9) 



n(r)dE r (p)B(r,q) 
u(r) 



En definissant la derivee covariante par : 



D n = 5n+ tr 



(k5qt k - 5qk) 



d_ 
dn 



(4-10) 



on peut resumer la variation du noyau de Bergmann deforme par : 

Q(r)dE r (p)B(r,q) 



DnB(p,q) 



-2 Res 



u(r) 



(4-11) 



Res^M[fi(r)5(r,g) + fi(r)5(r,g)] 

r-»a UJ[r) 



En integrant au voisinage d'un point de branchement a,, on obtient egalement : 

dE r {p) 



DndE, 



<l\y)\x{p),x{q) 



-2 Res 

r-»a co(r) 



tt(r)dE q (r) 



Res [n(r)dE q (f) + Q(r)dE q (r)} 



r-»a uj(r\ 



(4 - 12) 



Le sens de ces deux equations peut etre eclairci en utilisant la representation dia- 
grammatique des fonctions de correlation. En effet, le noyau de Bergmann et dE sont 
les deux types d'aretes composant les diagrammes et les deux seules quantites variant 
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sous Faction de 5q. Les equations Eq. (4-11) et Eq. (4-12) expliquent alors comment 



les diagrammes changent sous la variation £7 de la courbe algebrique £ : 



D p 



p >- 



q + p 



■^9 



P ^ • 1 + P ^- 



et 



£1 



a 



d p — y 



On reconstruit alors la derivee covariante des fonctions de correlations ainsi que des 
invariants algebriques par le lemme suivant : 

Lemme 4.1 Pour toute forme bilineaire symetrique f(q,p) = f(p,q) '■ 



D n I Y Res 



dE q (p) 
u(q) 



„ dE r (p) . dE a (r) , 
Res Res — P^^(r) — pr 1 f(q,q) 

r— »Oj q—*a.j ■' •• 1 ' ' ' 



x(p) 



1,3 



+ Res 

t-^ n—tn. 



h uj(r) 
dE q (p) 



u{q) 



q^aj Oj{q) 



Da(f(q,q)) x(q) . 



(4 - 13) 

Ce lemme exprime en fait Paction de Dq sur le vertex : 



D p — > <"< 



p > ' > 



p > '« > i 



Graphiquement, cela signifie simplement que la variation d'un diagramme est obtenue 
en ajoutant une patte fl a toutes les aretes possibles. 

En particulier, si la variation de la courbe peut se mettre sous la forme 



n(p)= / B(p,q)A(q) 
'an 



(4-14) 



oil dQ est un contour d'integration assez eloigne des points de branchements |^J on peut 
decrire les variations correspondantes par : 

Theoreme 4.2 Variations des fonctions de correlation et energies libres : pour g + k > 
1, elles sont donnees par : 



D Q wj: 9 \p u ...,p k ) 



x (Pi) Jan 



W^ 1 (p l ,...,p k ,q)A(q) 



(4-15) 



3 Ceci exclut entre autres le cas ou f2 correspond a la variation d'une "arete dure", cf |44l [T5] . 
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et, pour g > 1, 



D n F® 



wi g \p)A(p). 



(4-16) 

Nous allons utiliser cette description pour etudier les variations des invariants 



algebriques par rapport aux modules de la courbe E. En effet, Eq. (2-17) nous per 



met d'identifier les £1 correspondant a la variation de chacun des modules. 



Variation des fractions de remplissage. 

Considerons la variation de la courbe donnee par 

fi(p) = -2mdUi{p) = ~ f B (PA)- 

i.e. dfl = Bi et A = — 1. Elle correspond a : 

o~n£j = Sij , Sat 0> j = , SqVj = 0. 



(4-17) 



(4-18) 



Cette variation est done equivalente a faire varier uniquement l'une des fractions de 
remplissage a = ^ § A . ydx : 

= (4-19) 



Le theoreme 4.2 implique 



d_ 

dti 



W ( k 9 \ Pl ,...,p k ) = - <b W^ 1 (p 1 ,...,p k ,q) 



r(9) 



d_ 
dei 



= <t> w[ g \q), 



B, 



et 



d_ 

de,, 



F {0) = - <j> ydx + \ k j> ydx^j S^Mmir) k <j> ydx. 



(4-20) 
(4-21) 

(4-22) 



Variation des temperatures. 

Soient a, et a,- deux poles distincts de ydx. Considerons la variation de la courbe 
donnee par 



ft(p) = -dS ai>aj (p) 

Elle correspond a : 

Snej = 



B(p, q) 



i.e. dtt = [a h aj] , A = 1 (4-23) 



5nto,k — Sik — 5jh 



5nV, = 0. 



(4-24) 



Cette variation est done equivalente a faire varier uniquement les temperatures to,?, et 



b 0,j 



d d 
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Remarque 4.3 Toutes les temperatures sont liees par la condition : 

J2to,i = 0- (4-26) 

i 

On ne peut done pas faire varier une seule d'elles independamment. C'est pourquoi nous 
avons du en changer deux a la fois ici. 



Le theoreme 4.2 implique 



et 



d 



dt 



- Wt\p u . . .,p k ) = £ wgM, ■ ■ ■ ( 4 - 2 7) 

{^r^ F " ] -Sy^ (4 - 28) 

- - = ^ - ^ + ± ydx) 1 5^ (r) k £ ydx. (4-29) 



0,i 

Variation des modules aux poles 

Soit «j un pole de ydx. Considerons la variation de la courbe donnee par 

Q(p) = -B Kl = Res B(p, g)<(g), (4-30) 

i.e. dfl est un petit cercle entourant ai et A = z*.. On a alors : 

Sq€j = , 5 n t 0d = , 5nt k >j = 8 id 8 kjk > (4-31) 
Cette variation equivaut done a ne changer que le coefficient t k> i : 

D -°>< = h (4 - 32) 



Le theoreme 14.21 donne 

wl 9 \ Pl , ..., Pk ) = Res z^W^M, ■■■,Pk, ?), (4-33) 



dt k ,i 

F (9) = - Res zl(q)w} g \q) (4-34) 



et 



dt k ,i 





Of 



F (o) = Res ydxz h a + — ( k <p ydx) 5 B . (r) k I ydx. (4-35) 

a i 1 427T V. J B J '' JB 

II peut etre interessant de connaitre non seulement les derivees premieres mais 
egalement les derivees secondes de par rapport aux modules de la courbe. En effet, 
dans le cadre des modeles de matrices, ce sont ces dernieres qui sont " universelles" . 
Nous les avons done regroupees dans l'appendice [4] sous la forme d'un formulaire. 
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Homogeneite 

On peut utiliser ces formules pour montrer une propriete d 'homogeneite permettant 
de decomposer les invariants sur la base de ces modules : 

Theoreme 4.3 Pour tout g > 1, satisfait la propriete d'homogeneite : 

(2 - 2g)F® = £f * F« +J2 t ^T 3 - Fi9) + E^/T^ ( 4 " 36 ) 

. , Otf^ i to j C6j 

i,k ' t i 

i.e. F^ est homogene de degre 2 — 2g. 

4.3 Operateur d'insertion de boucle et son inverse. 

On peut egalement utiliser ces deformations de la courbe algebrique pour recons- 
truire les fonctions de correlation Wjf a partir des invariants algebriques F^ 9 \ 

En effet, pour tout point q situe loin de tout point de branchement, considerons la 
variation : 

n(p) = B(p,q). (4-37) 
Elle induit une variation des fonctions de correlation donnee par : 
Theoreme 4.4 

D B W { k 9 \p h ..., Pk ) = ^(Pi, ..., Pk ,q) (4-38) 
D B F® = -W[ 9 \q) (4-39) 
et t 

D B F (0) = y(q)dx(q) + ^— (^k j> ydx^j j> <j> W 3fl n <j> ydx. (4-40) 

C'est a dire que l'operateur Ds{.,q) agit sur les fonctions de correlation en ajoutant 
une patte externe au point q. C'est exactement le role joue par l'operateur defini 



par Eq. (2-4) du chapitre 2. On a done etendu la notion d'operateur d'insertion 
de boucle a ce cadre plus general d'invariants algebriques : il consiste simplement a 
ajouter un pole double a la forme ydx en un point marque de la courbe spectrale. 

Dans le chapitre 2, nous avons introduit l'operateur H x pour retirer une patte aux 
fonctions de correlations, i.e. inverser l'operateur d'insertion de boucles^J 

Nous pouvons definir ici le meme type d'operateur par : 

Theoreme 4.5 Pour k > 1, on a : 

Res $( Pfc+1 )^ ) 1 (p 1 , . . . ,p k ,p k+1 ) (2g + k - 2)wi g \p 1 , ...,p k ) 

+$gflh,iy{Pi)dx(p 1 ) 

(4 - 41) 

ou $ est n'importe quelle primitive de ydx : 

d$ = ydx. (4-42) 

II est a noter que pour k = et g > 2, ceci definit l'energie libre comme la fonction de 
correlation a points = F^ 9 \ 

4 Ce n'est pas a proprement parler l'inverse de puisque cette propriete n'est valable que dans 
l'espace des fonctions de correlations et qu'il apparait un facteur dependant de la fonction consideree. 
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4.4 Transformations modulaire. 

Nous allons maintenant etudier comment les differentes fonctions de correlation 
dependent du choix d'une base de cycles (A,B). 

Considerons une transformation modulaire quelconque des cycles : 

(i)=Cr s s AB, )(i) • d)-( s r s r)(i) ^ 

oh 5 A > A = 5 BB ,, 8 a >b = -$ab" $b>b = $ AA >, s t3'A = -&ba> et les matrices 5 AA ', <W, 
5b a' e t &BB 1 on t des coefficients entiers qui satisfont 5 A a'S bb , ~ ^ba'^ab 1 = Id. 

Sous ce changement de base de cycles d'homologie, les differentiels holomorphes et 
la matrice des periodes de Riemann sont changees suivant 

du' = .7du , du = r 1 du' (4-44) 

ou 

J = (8\ A , + t'5 ab ,) = {8 BB > ~ t5ab>)- 1 (4-45) 

et 

r ' = (5 BB > ~ t5ab>Y\-5ba> + t5 A a>) , r = {5 AA , + r'^,)" 1 (&ba> + t ' 6 bb>)- 

(4-46) 

Nous commengons une nouvelle fois par etudier les variations induites sur les blocs 
de bases. Ainsi le noyau de Bergmann est change en : 

£' = B + 2m du*£du. (4-47) 

ou Ton a utilise la matrice symetrique de taille Q x Q : 

« = «* = (5 B b'5 A b, - r)- 1 = 5 AB ,J. (4-48) 

Le noyau de Bergmann /t-deforme change lui suivant : 

B'(p, q) = B{p, q) + 2m [du *(p)«du'(g) + du'(p)£du(g)] 

= B(p, q) + 2i7rdu*(p) (k + J*kJ) du(q). (4-49) 

En d'autres termes, une transformation modulaire est equivalente a un changement 
du parametre k par k — > k + J l nJ dans la definition de la deformation du noyau de 
Bergmann B(p, q). Ceci nous permet de connaitre les variations modulaires des energies 
libres : 

Theoreme 4.6 Pour g > 2 la transformation modulaire de Vinvariant consiste a 
changer k en k + J l nJ dans les definitions des noyaux de Bergmann et differentielles 
Abeliennes deformes. 

Pour g — 1, est changee en : 

FW = F« _ 1 In {5 BB , - t5 abi ). (4-50) 
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Remarque 4.4 La transformation de sous ce changement de base de cycles d'homolo- 
gie est bien plus compliquee puisque le resultat final depend explicitement de la position des 
poles de ydx dans le domaine fondamental et done de tous les parametres de la transformation 
modulaire. 

Comme les transformations modulaires des energies libres dependent directement 
de k par l'application : 

k — ► k ~\~ J 1 kJ, (4-51) 

on peut se demander si cette application a un point fixe, i.e. si il existe un choix de 
k pour lequel les sont des invariants modulaires. La reponse est donnee par le 
theoreme suivant : 

Theoreme 4.7 Pour le choix k = jy^; ^ es F^[k] sont des invariants modulaires. 

En effet, pour ce choix de k, le noyau de Bergmann deforme est le noyau de Schiffer 
dont l'invariance modulaire est connue |14j . Comme la seule dependance modulaire des 
F^ se trouve dans la deformation du noyau de Bergmann, on obtient simplement le 
resultat. 

Nous verrons dans le chapitre suivant que cette valeur de k permet de faire le lien 
avec les fonctions de partition de theorie des cordes topologiques et nous reviendrons 
done sur ce cas particulier dans la partie correspondante. 

4.5 Variation par rapport a k. 

Comme nous l'avons vu dans la partie precedente, la matrice k peut etre utilisee 
pour decrire les variations modulaires des energies libres. On peut ainsi voir les va- 
riations de k comme des transformations modulaires infinitesimales. Nous allons done 
calculer la dependance en k des fonctions de correlation et energies libres. 

Tout d'abord, en comptant le nombre d'aretes dans leur representation diagram- 
matique, il est facile de voir que W ( k 9) est un polynome en k de degre 3g + 2k — 3 tandis 
que F^ est un polynome de degre 3g — 3 pour g > 1. 

Leurs derivees par rapport aux elements de k sont quant a elles donnees par : 



Theoreme 4.8 





(PK,r,s) 

^(PL,-) 


fsGBj 


^^(PK/L, 


s) 


et, en particulier pour g > 2 : 








(4-52) 


2m 9 F^ = l I I W^~ x) {t,s) 


1 h =i Jr ^ 


w[ h) 


(r) I W[ g ~ h) 
JseBj 


(s) 



(4-53) 
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alors que pour g — 1, on a 



d 
dnij 



(4-54) 



On peut noter une forte similitude entre ces equations et les equations d'anomalie 
holomorphe de la theorie de Kodaira-Spencer [H El [15] [ V] . En fait, nous montrerons 
dans le chapitre suivant qu'elles coincident effectivement pour la valeur de k rendant 
les energies libres invariantes modulaires. 



5 Limite singuliere. 

Nous allons etudier dans cette partie comment les objets introduits jusqu'ici se 
comportent lorsque la courbe £ devient singuliere. 

Pour ce faire, considerons une famine de courbes algebriques parametree par une 
variable t permettant d'approcher une singularite : 

£(x,y,t) (5-1) 

telle que la courbe pour t = a un point de branchement singulier a avec une singularite 
de type p/q, c'est-a-dire, decrite en termes d'une variable locale z au voisinage de a, 
par : 

' * = 

x(z) ~ x{a) + {z- a) q . (5-2) 
y(z) ~ y(a) + (z - a) p 

Pour t 7^ 0, la singularite disparait et Ton a une parametrisation en terme de la 
variable locale ( = zt~ u : 

x(z,t)~x(a)+ir Q(C) + o(ir) , , 

y(z,t)~ y (a)+t^ P(() + (tn {0 ' 6) 

ou Q et P sont des polynomes de degres respectifs q et p et ou v est un exposant 
critique dependant explicitement du choix du parametre t. 
La courbe spectrale singuliere 



W£, V) = l = = Resultant(Q -^P-rj) 



(5-4) 



est definie comme la partie la plus divergente de la courbe lorsque t — > 0. 

Si la courbe S(t) elle meme presente une singularite, les energies libres F^(S(t)) 
presentent elles aussi une singularite pour t — > 0. Elles se comportent suivant : 

F i9) (S(t)) ~ t^F^ g + o{f<>) , for g > 2 (5-5) 

F( 1 )(^(t))~-^(p-l)(g-l)z/ln(t) + 0(l) , for^ = l. (5-6) 

On appelle double limte d'echelle de la partie singuliere F^ g en reference 
aux modeles de matrices. Elle est determinee ainsi que l'exposant 7 9 par le theoreme 
suivant : 
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Theoreme 5.1 La limite singuliere de I'energie libre est donnee par : 



for g > 2 



(5-7) 



et I'exposant critique s'ecrit 



7s = (2-2g)(p + q)u. 



(5-8) 



En d 7 autres termes, par une normalisation appropriee, notre construction des 
commute avec les limites singulieres. 

Cette propriete de passage a la limite a de nombreuses implications comme nous le 
verrons plus loin. Elle permet, entre autres choses, d'appliquer notre methode a l'etude 
des theories conformes et permet de faire le lien entre differents modeles. 

6 Applications. 

Nous montrons dans cette partie l'efficacite de notre methode dans deux cas par- 
ticuliers. D'une part, nous montrons comment elle permet d'avoir acces de maniere 
directe et systematique aux modeles minimaux (p, q) et nous montrons d'autre part 
comment elles permettent de retrouver tres facilement des resultats classiques relatifs 
a l'integrale de Kontsevich [72J. 

6.1 Double limite d'echelle et modeles minimaux des theories 
conformes. 

On sait depuis longtemps que les limites singulieres des modeles a une et deux ma- 
trices hermitiennes, connues sous le nom de doubles limites d'echelle, sont fortement 
liees aux modeles minimaux de type (p, q) obtenus en theorie des champs conforme 
[73| |3ll [291 EH]- Dans cette partie, nous explicitons ce lien en montrant de maniere 
precise comment traiter la singularite due a la double limite d'echelle grace aux inva- 
riants dermis plus haut. Nous montrons, entre autres, comment les exposants critiques 
correspondants aux modeles (p, q) apparaissent et quelles sont les courbes spectrales 
correspondantes. 

Nous avons vu dans le chapitre 2 que, tant que la courbe spectrale classique associee 
a un modele a deux matrices est reguliere, tous les coefficients du developpement 
topologique de I'energie libre peuvent etre calcules. Ainsi, le rayon de convergence en 
T de Fb)(T) est atteint pour certaines courbes singulieres. Nous nous restreignons ici, 
comme dans la partie [5j aux singularites rationnelles. 

Considerons done le cas ou les potentiels V\ et V2 sont choisis de maniere a ce que 
la courbe spectrale classique ^mm ait une singularite de type p/q lorsque T est egale 
a la valeur critique T c . 




(6-1) 
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Notons que les valeurs de p et q sont majorees par les degres des potentiels V\ et V 2 . 
Ainsi, le modele a une matrice donne seulement acces a q = 2. 

On peut se ramener a la limite singuliere decrite dans la partie precedente en utili- 
sant la notation t = T — T c . Ainsi, a t ^ 0, il n'y a pas de singularity et l'on decrit la 
courbe S 2 mm en termes de la variable locale £ = zt~ v : 

x(z,t) ~ x(a)+t^ Q(C) + o{t<* v ) 

y(z,t)~y(a)+tP» P(C) + o(t^) (6-2) 
C = zt~ u 

ou Q (resp. P) est un polynome de degres q (resp. p). 
On definit alors la courbe spectrale singuliere par 

rj) = | ^ 2 p|j = Resultant(Q -^P-rj). (6-3) 

Or, la dependance en T du modele a deux matrices se caracterise par 

-^ydx = dSoo xi00y (6-4) 



ou oo x . et oo y sont les deux poles de ydx decrits dans la partie 8.1 du chapitre 2. Notons 
qu'ils sont loins des points de branchement, et en particulier du point de branchement 
devenant singulier. Au voisinage de la singularite, on a done 



Ct u d( + 0(t 2u ) (6-5) 



ou C est une constante d'ordre 1. En utilisant la parametrisation Eq. (6-2), on obtient 
la relation de Poisson [291 El] entre les polynomes : 

C 



qui fixe 



pP(0Q'(0 - qQ(()P'(0 = - 1 1 -^"-^ (6-6) 



' (6-7) 



p + q — 1 



Alors le theoreme |5.1| montre que le terme dominant des energies libres est donne 

par 

~ (T - T c Y 2 - 2 ^ + ^ + ^F^(£ sing ) , pours > 2 (6-8) 

1 * 1 c 

lorsque Ton s'approche de la singularite a T = T c . Les deux premier termes du 
developpement topologique sont aussi donnes par : 

et 

f£L( t ) t z Tc ~li (p - - 1 > ln ( T - T ^ + °w > p° ur ^ = L ( 6 - 10 ) 

On a ainsi un moyen de calculer explicitement la double limite d'echelle des termes du 
developpement topologique de l'energie libre sans faire de passage a la limite : il suffit 
de calculer les quantites correspondantes directement sur la courbe spectrale singuliere. 
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Modeles minimaux (p,q). 

Etudions plus precisement la courbe singuliere £( p , q ) correspondant a un modele 
minimal (p, q) (cf [29]) donnee par 

£(pa)( x > V) = | y Z p(£) = Resultant (Q -x,P-y). (6-11) 

ou P et Q sont deux polynomes de degres respectifs p et q satisfaisant la relation de 
Poisson : 

pPQ' - qQP' = - (6-12) 



dont la solution peut etre ecrite 



et 



(Q p/q ) + (6-13) 



(^)_ = |C- + 0( C -), (6-14) 

ou nous avons utilise les notations f = f+ + f- avec / + et /_ designant respectivement 
les parties positives et negatives du developpement en serie de Laurent de /, i.e. la 
partie polynomiale et la partie polaire. On voit aisement que cette derniere equation 
implique q — 2 contraintes pour les elements de Q. 

La courbe £( p , q ) ainsi definie est de genre nul et telle que les fonctions rationnelles 
x et y la parametrisant n'ont qu'un seul pole situe a l'infini : a := oo. Le noyau de 
Bergmann est alors (cf partie 8.1 du chapitre 2) : 



(Ci - c 2 ; 



g(Ci,c») = „ ;\ 2 - (6-15) 



Les modules au pole de cette courbe sont alors les coefficients Qk et Pk donnes par 

q p 



fc=0 fc=0 

Par translation sur la variable locale (, on peut supposer que Q q -i = et, par chan- 
gement d'echelle, que Q q -2 = —qQ q sans perte de generality. La relation de Poisson 
Eq. (6-12) dit alors que P p -i = et P p _ 2 = —pP p , et done que : 

Q q -i = P P -i = , q f= 1 = ~q , ^ = ~P- (6-17) 
On retrouve alors : 

F^(£ M ) = 0. (6-18) 



Remarque 6.1 L'invariance symplectique du theoreme 4.1 autorisant l'echange des roles 
respectifs de x et de y permet de montrer tres simp lenient la propriete bien connue d 'equiva- 
lence des modeles (p,q) et (q,p). 
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Autres modules. 

Dans un contexte plus general [M] , on peut deformer les modeles minimaux (p, q) 
avec p + q — 2 autres modules ti, . . . , t p+q - 2 - Pour ce faire, considerons un polynome Q 
monique de degre q : 

q-2 

Q(0 = C q + (6- 19 ) 

3=0 

dont les coefficients u 2 , ■ ■ ■ , u q sont des fonctions de q — 1 modules ti, . . . , t g _i determi- 
nees par la contrainte 

9-2 _ ■ + 

- = —tr-jQ-*' 9 + -C 1 '* + 0((- q )- (6-20) 

3=1 q q 



Definissons alors un polynome P monic de degre p par : 

P(0 = C p + £ Vr-tf = Qf ~ £ ^ tq^-iQf (6-21) 



j=0 j=i g 

dependant de p — 1 autres parametres t q ,. . . , t q+p _ 2 - 

La courbe spectrale classique correspondante est alors : 

£(p >q )(x, y) = Resultant(x — Q,y — P). (6-22) 

II est bien connu que cette courbe dependant des parametres t±, . . . , t p+q -2 est la courbe 
spectrale de la hierarchie integrable de Witham sans dispersion [?] et l'on a ainsi acces 
aux observables de cette hierarchie. 

On peut verifier que t 2 = t$ = . . . = t p+q -i = redonne bien sur le modele minimal 
(?>?)• 

Exemples de Modeles minimaux. 

Decrivons les premiers exemples de modeles (p, q) en donnant a chaque fois la courbe 
spectrale correspondante ainsi que les polynomes permettant une parametrisation ra- 
tionnelle. 

• Courbe d'Airy (2, 1). 

La courbe spectrale classique pour le modele minimal (2, 1) est 

£(2,i)(x,y) = y 2 -Mi - x, (6-23) 



i.e. 



Q(0 = C + h , P(C) = C- (6-24) 



On l'etudiera plus en detail dans la partie |6.3| puisqu'elle decrit le comportement 



generique de n'importe quelle courbe au voisinage d'un point de branchement et coin- 
cide avec la loi bien connue de Tracy- Widom jlOlj . 

• Gravite pure (3,2). 
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La parametrisation 

Q(() = ( 2 -2v , P(C) = C 3 -3< , h = 3v 2 (6-25) 
donne la courbe spectrale classique 

£ (32) (x, y) = x 3 - 3v 2 x - y 2 + 2v 3 (6-26) 
que nous etudierons dans la partie |6.4| . 

• Modele d'Ising (4,3). 

Si Ton habille la gravite pure d'une structure de spin, c'est-a-dire que Ton ajoute 
de la matiere de la maniere la plus simple possible, on obtient la parametrisation 

Q(C) = C 3 - 3< - 3w , P(C) = C 4 - 4< 2 - 4w£ + 2v 2 - ^ 5 (C 2 - 2v) (6-27) 
avec 

t x = Av 3 + 6w 2 , t 2 = 6vw. (6-28) 
La courbe spectrale classique est alors 

E {4j3) (x,y) = x A - y 3 - Av 3 x 2 + 3v A y + 2v 6 

+12wv(—xy + v 2 x) + 6w 2 (—x 2 + 2vy — Av 3 ) + 8w 3 x — 3w 4 

+5t 5 (-x 2 y - v 2 x 2 + 2v 3 y + 2v 5 - 2wyx + 2v 2 wx + 3w 2 y - 17v 2 w 2 ) 
25 

+—tl(v 2 y + 2t> 4 - Avwx - 12vw 2 ) 
125 

+— t 3 5 (-x 2 + 2v 3 -Qwx-9w 2 ). (6-29) 

Les variations par rapport aux modules £5, t 2 et t\ correspondent a des variations de 
la forme ydx donnees respectivement par 

tt 5 = -dA 5 = d(C 5 -5< 3 + 10v 2 (), (6-30) 

= - d A 1 =d(( + ^ ( 2 ^ 2 C + 2 ™ - «0), (6-31) 

12 v a — «r 

et 

Oo = -^IA„ = J(C 2 4- 

6 v 6 — w z 

en utilisant les notations de 14.21 



n 2 = -dA 2 = d(( 2 + f (v 2 C 2 - 2vw( - 2w 2 )) (6-32) 



• Modeles unitaires (q + 1, q). 

Lorsque p :— q + 1, la courbe spectrale classique prend la forme : 

S( q +i, q )(x, y) = T q+1 (x) - T q (y) (6-33) 
ou T p est le p-ieme polynome de Tchebychev. Elle est alors parametree par 

Q(0=T q (() , P(()=T q+1 ((). (6-34) 
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6.2 Application a l'integrale de Kontsevich. 

Dans ce paragraphe nous etudions un cas particulier tres simple de modele a une 
matrice en champ exterieur introduit par Kontsevich dans le cadre de l'etude des 
nombres d'intersection des surfaces de Riemann [72] . II serait interessant de developper 
le profond lien entre les invariants introduits dans cette these et le calcul de ces nombres 
d'intersection et la conjecture de Witten- Kontsevich [108] , mais ce n'est pas le propos 
de ce paragraphe et nous discuterons brievement ce point au cours de la conclusion. 

L'integrale de Kontsevich est la fonction generatrice permettant de calculer les 
nombres d'intersection de l'espace des modules des surfaces de Riemann (cf. [72j 133])- 
Elle est definie par : 

^Kontsevich = JdM e~ N ^ (^-^+^ , h = ^ Tr I (6-35) 

oil A a pour valeurs propres Ai, . . . , Xn- Cette integrate correspond done au modele a 
une matrice en champ exterieur Z Mext introduit dans la partie [2] du chapitre 3 avec 
V(x) = x 3 /3 et A = A 2 + 1\. La courbe spectrale classique correspondante est done 

^KontscvichOr,?/) = {x 2 - y)S{y) - xS x {y) - S 2 {y) (6-36) 

oil Si(y) et S 2 (y) sont des polynomes de degres inferieurs strictement a s qui est le 
nombre de valeurs propres distinctes de A. 

Pour que ^Kontsevich so ^ bien ^ a fonction generatrice des nombres d'intersection, 
cette courbe spectrale doit etre de genre nul necessairement. Alors, on peut ecrire 
explicitement une parametrisation rationnelle : 

^•Kontsevich(^) y) = I f \ 2 , 2I \ rr i Z ~ A ■ (6-37) 

I y{z) =z 2 + ±Trj i 

Sous cette forme, on peut voir que les points de branchements en x sont nombreux et 



compliques a decrire. Heureusement, l'invariance symplectique du th.4^ nous permet 
de travailler avec les roles de x et y inverses. Nous allons done etudier la forme xdy et 
les points de branchement en y. En fait, il y a un unique point de branchement en y 
solution de y'(z) = : il est situe a l'origine z — 0. Or, les formules defmissant les 
consistent en le calcul de residus en ce point de branchement, on a done uniquement 
besoin de connaitre le developpement de Taylor de x(z) autour de z = pour calculer 
tous les F^ 9 \ i.e. 

£Ko„t se vich(2, V) = { ^ I Z Z 2~ + \ EZ ° ^ (6-38) 
oil l'on a defini les temps de Kontsevich : 



t k = ^TiA- k (6-39) 



de maniere a ce que : 



-^Kontsevich (^Kontsevich) 



(6-40) 
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On peut une nouvelle fois utiliser l'invariance symplectique du theoreme 4.1 et 
ainsi ajouter a x(z) n'importe quelle fonction rationnelle de y(z). On obtient ainsi le 
theoreme suivant : 

Theoreme 6.1 ^Kontsevich depend uniquement des temps impairs tzk+i, with k < 3g — 

^Kontsevich ~~ r Kontsevich I L 1 > fc 3) ^5) • • • 5 ^Qg-Z) 

(6-41) 

Supposons maintenant que tk = pour tout k > p+2. La courbe spectrale classique 
devient alors : 



X(z) — Z - 2 J2l=0 t k+2Z k 

y(z) = z 2 + h 



2 z^fc=o - (6-42) 



qui n'est autre que la courbe du modele minimal (p, 2) introduite dans le paragraphe 
precedent. D'une part cela demontre aisement le resultat obtenu par Ambjorn et Krist- 
jansen [10] liant la double limite d'echelle du modele a une matrice et l'integrale de 
Kontsevich. D'autre part, cela demontre en une ligne le theoreme classique 

Theoreme 6.2 ^Kontsevich est la fonction r de la hierarchie de KdV. 

Quelques fonctions de correlations et energies libres. 

Pour la courbe de Kontsevich, les elements de base sont donnes par : 



^ _ , i . dz dz ^ t / / \ ^ dz / \ 27/ ^ 

B ( Z > Z ) = < z _ z ,\2 ' dE *\ Z ) = z 2 _ z ,2 ' = 2Z dZ ( 2 " 1^ %+3 



et l'unique point de branchement est situe en z = 0. 



z 2j ) 
(6-43) 



Suivant la definition |3.1[ on calcule les premieres fonctions de correlation : 

dz ( 1 tz 



(6 - 44) 



Wf(z u z 2 ,z 3 ) 



1 dz\ dz2 dz 3 



(6 - 45) 



2-t 3 



ry 2 — 

z 1 z 2 z 3 



W 2 {1 \ Zl ,z 2 ) 



dz\ dz2 



8(2 - hYztzl 

*2 4 4 



(2 - t 3 ) 2 (hz{ + 54 + Zz$4 



+Qt 2 5 zfz* + (2 - t 3 )(6t 5 zfz^ + 6t 5 zfzl + 5t 7 zfz£ 



(6 - 46) 



et 



W[ 2 \z 



dz 



128(2 -t 3 ) 7 z 



10 



252 tlz* + 12 t\z % (2 - t 3 ) (50 t 7 z 2 + 2lt 5 
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(6 - 47) 



+z 4 (2 - t 3 ) 2 (252^ + 348*5*7^ + 145 1^ 4 + 308 t 5 t 9 z 



+^(2-t 3 )(203t 5 
+ 105 (2 -t 3 ) 4 



145 z% + 105 z% + 105 z°t 



Les premiers termes du developpement topologique de l'energie libre sont alors 
donnes par 

4o ) nt sc V ic h = -^ln(l-|) (6-48) 

et 

F (2) J_ 252 tj + 435 t 5 t 7 (2 - t 3 ) + 175 1 9 (2 - t 3 ) 2 

Kontsevich lg20 ^ _ ^5 " ^ " ) 



Ces expressions coincident bien avec les resultats deja connus dans la litterature 

II est ici facile de calculer les termes suivants du developpement topologique en 
utilisant la meme methode (on peut facilement ecrire un programme faisant le travail). 

6.3 Exemple : courbe d'Airy. 

La courbe y = \/x est d'un interet particulier. En effet, non seulement elle corres- 
pond au modele minimal le plus simple (cf [34, 35J), i.e. (2, 1), appele egalement loi de 
Tracy- Widom |101j . mais elle est le prototype du comportement de n'importe quelle 
courbe au voisinage de l'un de ses points de branchements. 

Considerons la courbe 

£ (x, y) = y 2 — x (6-50) 

et l'uniformisation p = y : 

X i P l 1 ^ ■ (6-51) 

II n'y a ici qu'un pole situe en p = oo, et un seul point de branchement en p = 0. Le 
point conjugue est alors simplement p = —p et le noyau de Bergmann : 

On peut aisement voir que toutes les fonctions de correlations avec 2g + k > 3 sont 
de la forme : 

W { k 9 \ Pl , ...,p k )= J k 9) (pl ...,pl)d Pl ... dp k (6-53) 

On peut meme observer que les regies diagrammatiques sont homogenes et done les 
fonctions W[ 9 ^ (p) doivent etre homogenes en p. On peut montrer que : 



(6-54) 
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et que la fonction de correlation a un point resommee est 

oo 

Wi(p, N) := -Nydx + ^ N 1 ~ 29 w[ 9 \p) = W^N^p, 1). (6-55) 

3=1 

De meme, la fonction a deux points est donnee par 

oo 

W 2 (p,q,N) := J2 N ' 29W 2 9) (P^) = W 2 {N^p,N^q,l) (6-56) 

3=0 

et plus generalement 

oo 

W k (pi, ...,p k ,N):=J2 N 2 - 29 - k W^(pi, ..., Pk ) = W k (Nspi, • • • , N* P k, 1). (6-57) 

9=0 



En fait, la solution de la relation de recurrence Eq. (3-5) peut s'exprimer explicite- 
ment en termes de la fonction d'Airy. Pour cela, considerons g(x) = Ai'(x)/Ai(x) ou 
Ai(x) est la fonction d'Airy, i.e. g'(x) + g 2 (x) = x = p 2 . En termes de la variable p, on 
traduit cela par : 

f{v) = g{p 2 ) , f 2 + {p=P 2 ( 6 - 58 ) 

dont le developpement a grand p donne : 

00 i q 

fiP) = i:hP 1 - 3k =P- W2 - W + --- (6-59) 

ou les coefficients du developpement satisfont : 

4 3A; ^ 

— 2 — f*- 1 + fifk-i = S k,o- (6-60) 

j=0 

Les fonctions a un et deux points sont alors obtenues sous la forme : 
„, / ^ P 2 ~ f(p)f(-p) , o 2 . . d P 9!! d P 15!W P / rr1 n 

^ (P) 1} = " 2 7(riW = p p+ (W + W + 3M^F • • • ( } 



et 



^ p ' 1} = -\p 2 -P' 2 ) 2 (f( P ) -n-P)) im-f(-P')) pdpp dp • (6 " 62) 

En particulier 

d'ou la fonction a deux points non correlee 

W 2 {p,p, 1) + Wi(p, l) 2 = 4p 4 dp 2 = xrfx 2 . (6-64) 
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De maniere analogue, on trouve par exemple la fonction a trois points 

W 3 (pi,p 2 ,P3, 1) 

dxidx2dx3 



X 



(pI-pD(pI-pi)(pI-Pi) 
E?=i f(Pi)f(-Pi)(f(Pi-i) + f(-Pi-i) - fipi+i) - f(-p%+i)) 

(/(Pi) " f(-Pl))(f(P2) - /(-ft))(/(ps) " /(-I*)) 

dpi <jp 2 <#>3 <#>i dgg <#>3 

(6 - 65) 

ainsi que des expressions similaires pour n'importe quel Wk- 

En fait, on sait par ailleurs que toutes les fonctions de correlations peuvent s'ecrire 
sous forme de determinant jlHl E] en utilisant le noyau de Tracy- Widom |101] : 

K(x, *') = ^W^W-^'M'M (M6) 

ce qui a un fort lien avec les proprietes d'integrabilite de ces systemes. En effet, le 
fait que la fonction d'Airy satisfasse l'equation differentielle Ai" = xAi peut etre vu 
comme une consequence du fait que Ai soit une fonction de Baker- Akhiezer ainsi que 



des equations de Hirota demontrees dans le theoreme 7.2 de la partie suivante. 



Remarque 6.2 Pour cette courbe, l'energie libre est nulle : 

V 5 = 0. (6-67) 

6.4 Exemple : la gravite pure (3,2) 

Etudions maintenant en details le modele minimal (3, 2) souvent appele modele de 
la gravite pure [34]. Pour cela, considerons la courbe algebrique : 

(x(z) = z 2 — 2v 
y(z) = z 3 -3vz . (6-68) 
h = 3v 2 

Remarquons tout d'abord que, puisque ce modele est unitaire, l'uniformisation est 
obtenue par les polynomes de Tchebychev T 2 et T 3 , qui satisfont la relation de Poisson 



Eq. (6-12). Par changement d'echelle z = y/vp, on peut ecrire la courbe comme : 



x(p) = v{p 2 — 2) 
% 2) = { y(z)=v 3 / 2 (p 3 -3p) . (6-69) 
fi = 3v 2 

II n'y a alors qu'un seul point de branchement situe en p = et le point conjugue est 
alors defini par p = —p. Comme precedemment le noyau de Bergmann est celui de la 
sphere : 

dpdq qdp 
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f (g) = (y(q) - y(q))dx(q) = Av 5/2 (q 2 - 3) q 2 dq 

- 2q 3 



La variation de ydx correspondant a une variation de t\ est donnee par : 
dy(p)dx(p) 



«i(p) 



0*1 



f 1//2 dp = — v 1 ^ 2 Res g-B(p, g) 



Ai(g) 



x(p) 



done l'effet de d/dt\ sur les fonctions de correlations est decrit par : 



d_ 



w, 



(g) 



; 1/2 Res qWj£ v 

q— >oo 



Quelques fonctions de correlation et energies libres. 

On trouve les premieres fonctions de correlations : 

t>~ 5 / 2 dpidp2dps 



W[ l \p) 



6 



2 2 2 

PiPiPi 



v-^l 2 p 2 + 3 , 

Z4~ d P 



(12) 2 p 4 



W 2 (1) {p,q) = V' 



15q A + 15p 4 + 6p 4 q 2 + 2p 4 g 4 + 9p 2 g 2 + 6p 2 q A 
2 5 3 3 p 6 g 6 



dpdq 



U A2), \ -is/2 ^ 135 + 87p 2 + 36p 4 + 12p 6 + 4p 8 ^ 
W^(p) = - V / 7 2l0 35pl0 rf P 



9pIpIpIp 2 4 



1 + 3 ^ ~2 J dp 1 dp 2 dp 3 dp 4: 



(6-71) 
(6-72) 



V/ 2 g 
(6-73) 



(6-74) 



P. 



(6-75) 
(6-76) 

(6-77) 
(6-78) 
(6-79) 



W / 5 ( ° ) (Pi>P2,P3,P4,P5) 
dpidp2dpsdp^dp 5 



■y-is/2 /ll 
9p 2 p 2 p 2 p 2 p 2 V 1 + 3 ^ + 6 5 + 5 ^ Pi 



(6-80) 



Encore une fois, il est aise d'obtenir de cette fagon n'importe quelle fonction de 
correlation. 

On peut egalement calculer les differents termes du developpement topologique de 



l'energie libre Par exemple, le theoreme 4.2 et Eq. (6-74), permettent de calculer : 

1 d 2 F^ t 1 / 2 



03 _p(0) 



1 

6f 



2 v / 3tT 



dt\ 



73 



(6-si; 



en utilisant eq,6-75 
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De plus eq 6-76 implique : 

dF m i i d 2 F m 



dt! {12) 2 v 2 48ti dt\ 48 1{ 

et eq, 6-78| donne : 



(6-82) 



dF^ _ _ 7 7 7 (W 2 ) _ 49 

9*i U 2 8 3 5 2 8 3 3 /2t[/2 ' 942 2 9 3 3 /2t9/ 2 ' 1 " j 

On peut alors verifier que la derivee seconde de l'energie libre : 

d 2 F A.m-k„v, ^ ^ 4«W 



at? ^ 5(l-#)(3-5#) 



satisfait l'equation de Painleve I ordre par ordre : 

u2 + l u " = W ( 6 " 85 ) 
6 3 

II est bien connu que cette equation doit etre satisfaite a tous les ordres j23j I39J |55j H2] . 
Ceci peut une nouvelle fois etre vu comme une consequence des equations de Hirota 



presentees dans le th.7.2 



7 Integrabilite des invariants algebriques. 

Comme nous l'avons vu, il exste plusieurs exemples identifiant des fonctions de 
partitions de modeles de matrices comme les fonctions r d'un systeme integrable. Nous 
allons montrer dans cette partie comment differents indices laissent supposer que notre 
construction donne acces a une fonction r (formelle pour le moment) associee a une 
courbe algebrique quelconque. 



7.1 Fonction de Baker- Akhiezer. 



Etant donnes deux points £ et rj du domaine fondamental, on definit le noyau suivant 

N J* ydx 



comme une serie formelle en 



(7-i; 



E{£,ri) y/dx(£)dx(ri) 

ex p -E E \x 2 - 29 - 1 \ / •••/ wi to) (Pi,...,Pi) 

V 9 =0 J=l,2-2o-J<0 Jr l Jr l Jr > 



ou le chemin d'integration reste entierement dans le domaine fondamental. II satisfait 
les proprietes suivantes : 

- On peut voir que (x(£) — x(i]))K N (^,r]) — > 1 quand rj — > £. 
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On a 



S3 N«- "» " Mfl -*(,)) ) = + §1 (7 " 2 



ou W x = Y^N X - 2 BW^\ 



3=1 

- L'echange des deux arguments se traduit par : 

K N (t, V ) = K- N { V ,Z). (7-3) 

- A priori, K N pourrait avoir des poles aux points de branchement puisque son 
logarithme \nK N en a. Cependant, d'apres le theoreme de passage a la limite 
th. 5.1 on peut voir que le terme dominant de tous les est donne par les 
Wi correspondant a la courbe d'Airy y 2 = x etudiee dans la partie |6.3 du 
chapitre precedent. Ainsi, au voisinage d'un point de branchement a, le noyau 
Kh se comporte comme le noyau de Tracy- Widom |101] quand £, rj —> a : 

Ai(£)Ai'(fj) - Ai'(g)Ai(fj) 
Kn{£,V) ~ 1 ; 

t-v 

^ = N 2/3 {x(0-x{a)) , 1) = N 2/ \x{7]) - x{a)) (7-4) 

Done Kn n'est pas singulier aux points de branchement s. 

- Les seules singularites de K N (£,r]) sont : d'une part, des singularites essentielles 
aux poles de ydx avec une partie singuliere egale a exp (-N J ydx) et un pole 
simple en £ = t) d'autre part. 

Considerons maintenant un pole a de ydx. Pour £ dans un voisinage de a, on 
definit : 

e -NV a (i) -N Si(ydx-dV a +t a <^) 
i>a,N{t) = , (*a(0) 

E(£,a) a/ dx(C)dC, a {a) 



OO OO „£ „£ „£ 

• >i -E E ^ w / / ■■■/ w[ 9 \ Pl ,.... PI) 

9=0 l=l,2-2g-l<0 Ja Ja J a 



lim [ m, n)\l^ e-^-W (* a fo))™- ) (7-5) 

ou Ca est encore un parametre local au voisinage de a, ( a = — , et a tv(£) = -at(0- 
On appelle ces fonctions, fonctions de Baker- Akhiezer car elles possedent les 
proprietes suivantes tres similaires a celles des fonctions de Baker- Akhiezer introduites 
dans le cadre des systemes integrables classiques (cf [12]) : 

_ ipa,N est definie seulement dans le voisinage de a mais on peut facilement la 
prolonger analytiquement sur la courbe entiere en choisissant un point de base 
arbitraire o dans le voisinage de a et en ecrivant : 

ft dz 

/ {ydx - dV a + 1«— ) + V a {0 - t a In (z a (0) 

J a Z a 

f° dz a 
= / ydx + / (ydx — dV a + t a — -) + V a (o) — t a In (z a (o)). (7-6) 

Jo Ja Z a 
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Comme K^, ces fonctions pourraient a priori avoir des poles aux points de banche- 
ments. Mais de fagon similaire, le theoreme |5.1 montre que lorsque les arguments 



approchent un point de branchement a, £ — > a, les fonctions de Baker- Akhiezer 
se comportent suivant : 

~ C Mi) , i = N 2 / 3 (x(0-<a)) (7-7) 

ouC = ipa,N(a)/Ai(0) est une constante de normalisation. 
- Les seules singularites de if) a ,N sont des singularites essentielles aux poles de ydx 
oil la partie singuliere est donnee par exp (-N ydx). 

Remarque 7.1 En fait, ces fonctions ip a jy ne sont pas a proprement parler des fonctions 
de Bakher- Akhiezer. En effet, elle ont des integrales non nulles autour de cycles non-triviaux : 
elles ne reprennent pas la meme valeur apres que leur argument ai fait un tour autour de 
l'un de ces cycles. Les fonctions de Baker-Akhizer, quant a elles, ne doivent pas changer de 
valeur apres un tour de leur variable autour de n'importe quel cycle. On peut donner cette 
propriete aux fonctions tp par normalisation par des fonctions 9 appropriees mais detruisant 
ainsi le developpement en j^. L'etude de cette normalisation est tres interessante mais sort 
largement du propos de cette these, c'est pourquoi nous n'aborderons pas plus le sujet. 

Nous nous restreindrons done aux tp a) N eux merries qui peuvent etre vus comme des 
"fonctions de Baker- Akhiezer formelles", e'est-a-dire qu'elles satisfont des equations de Hirota 
ordre par ordre en comme nous le montrons dans le prochain paragraphe. 



7.2 Relation de Sato. 

Etant donnes deux points £ et r] de la surface de Riemann compacte E et un nombre 
complexe r, on definit la courbe : 

£ + r%-ri\ = \^x{p),y{p)+r d ^^j , p E e} (7-8) 

La differentielle ydx + rdS^ n a les memes integrales autour des cycles A que ydx. Elle 
a egalement les memes poles avec la meme partie singuliere plus deux nouveaux poles 
simples, l'un en p = £ avec residu r et l'autre en p = 7] avec residu —r. 
On peut alors demontrer la relation de Sato : 

Theoreme 7.1 

K »^) = ^ , M0 = ^ • (7-9) 

Encore une fois, cette relation est a comprendre au sens des series formelles en -L. 



7.3 Equations de Hirota 

Considerons deux courbes algebriques £(x,y) et S(x,y) avec la meme structure 
conforme, on a alors les relations bilineaires : 
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Theoreme 7.2 



Res dx(n) K N (£, rj) K^V, C) = K N (£, () 

>7— *C 



et 



Res dx(£) ip a ,N(0 $ a _tv(0 = 



if iV"L > Nt n + 1 



(7-10) 



(7-11) 



qui prennent la meme forme que I 'equation de Hirota des systemes integrables classiques 
fH\ 74 ' en les considerant comme des relations entre series formelles en 



N 



8 Conclusion du chapitre. 

Nous avons montre dans ce chapitre comment construire, a partir de n'importe 
quelle courbe algebrique, un ensemble infini de nombres et de formes differentielles 
qui coincident avec les developpement topologiques de plusieurs modeles de matrices 
lorsque la courbe consideree est une courbe spectrale. Non seulement ceci permet d'uni- 
fier ces differents modeles dans une meme classe mais de plus, connaissant les proprietes 
d'invariance de ces objets sous les deformations de la courbe algebrique consideree, nous 
avons ainsi construit un objet puissant pour comparer differents modeles : pour com- 
parer deux modeles il suffit de voir si leurs courbes spectrales appartiennent a la meme 
classe d'equivalence modulo les transformations conservant les F^ 9 \ De plus, nous avons 
vu que ces proprietes d'invariance sont un outil tres puissant pour le calcul, comme le 
montre l'exemple de l'integrale de Kontsevich ou des resultats classiques sont retrouves 
sans effort. 

Nous avons egalement fait un premier pas en direction d'un systeme integrable sous- 
jacent en construisant les briques elementaires d'un systeme integrable classique sur la 
courbe algebrique consideree. Cependant, si ce developpement formel semble donner 
tous les termes d'un developpement semi-classique, il n'en donne pas pour autant acces 
au systeme quantique sous jacent. En effet, en fixant les fractions de remplissage (et 
done en empechant les instantons dans le cas des modeles de matrices), il semble que 
Ton a brise une symetrie globale qu'il faut restaurer pour revenir au systeme quantique 
correspondant a une valeur de N finie. II reste done beaucoup a explorer dans cette 
direction. 

Une autre direction a explorer consiste a se demander si cette construction peut 
s'etendre a des varietes autres que des surfaces de Riemann obtenues par l'intermediaire 
d'une courbe algebrique. En effet, il semblerait que la construction developpee ici ne 
depende que des points de branchements et pourrait par exemple s'etendre a certaines 
courbes de la forme : 

£(x,y) = (8-1) 
ou E n'est plus un polynome mais une fonction analytique en ses deux variables. 



CHAPITRE 4. INVARIANTS ALGEBRIQ UES. 



Chapitre 5 

Modeles de matrices et theorie des 
cordes. 

Les modeles de matrices ont souvent joue un role, ou du moins tente, dans l'etude 
de differentes theories des cordes. Au cours des dernieres decennies, avec revolution 
de la comprehension de ces theories, l'interaction entre cordes et matrices aleatoires a 
pris de nombreuses formes dont nous allons donner ici quelques exemples. Le lecteur 
interesse pourra se reporter aux revues de Marino sur le sujet [SHI 1ST] . 

1 Theorie des cordes critiques et doubles limites 
d'echelle. 

Les modeles de matrices tels qu'ils sont decrits dans cette these sont par exemple 
apparus de maniere detournee dans l'etude de ce que Ton appelle la theorie des cordes 
critiques (voir la partie qui leur est consacree dans le chapitre 1). 

Considerons une theorie des cordes correspondant a mettre une theorie des champs 
conforme sur une surface de Riemann S s . L'objet principal de cette theorie est alors 
l'energie libre : 

F = J2g 2 s g - 2 F g , F g = I VhV<Pe- s[4, > h] (1-1) 
g J 

ou g s est la constante de couplage des cordes, h la metrique bidimensionnelle sur S 9 , (ft 
les champs de matiere couples a la gravite par Paction S et l'integrale de chemin dans 
F g porte sur les configurations de champs sur E r On peut generaliser cette energie libre 
en perturbant Faction de la theorie conforme par un ensemble d'operateurs a l'aide de 
modules t n : 

S[<t>M ■=S[(t ) ,h} + Y J tnO n . (1-2) 

n 

Le calcul de l'energie libre, tres complique en general, se simplifie beaucoup lorsque la 
theorie conforme a une charge centrale egale a la charge centrale critique c = 26. En 
effet, dans ce cas, la metrique se decouple et il ne reste plus qu'a integrer sur l'espace 
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des modules M. g des surfaces de genre g : 



oil t est un ensemble de 3g — 3 coordonnees parametrisant l'espace des modules. On 
voit qu'il est alors necessaire de decrire toutes les surfaces E ff , ce qui peut etre fait en 
utilisant les modeles de matrices et leur limite continue. 

On peut aller plus loin puisque lorsque la charge centrale satisfait c < 1, bien que la 
theorie ne soit plus critique et done compliquee par la presence du champ de Liouville 
- un degre de liberte dynamique -, on peut calculer tous les F g grace aux modeles de 
matrices. 

L'idee de base est assez naturelle. Puisque Ton veut decrire la feuille d'univers de la 
corde, on va la discretiser pour pouvoir la generer par une integrate de matrice formelle 
comme definie dans les chapitres 2 et 3 de cette these. Les doubles limites d'echelle 
etudiees dans la partie [5] du chapitre 2 permettent alors d'atteindre des surfaces conti- 
nues en imposant une charge centrale c < 1 a la theorie conforme. La partie divergente 
des different s termes du developpement topologique du modele de matrices sont alors 
identifiables avec les coefficients du developpement en g s de l'energie libre de la theorie 
des cordes : 



ou Sdsl est la courbe obtenue en prenant la double limite d'echelle de la courbe spec- 
trale du modele de matrices. De meme, les peuvent etre interpreted comme des 
fonctions de correlation de la theorie des cordes : elles correspondent a des amplitudes 
de cordes ouvertes consistant a integrer sur un ensemble de surfaces avec bord. 

Notons que, jusqu'a maintenant, ce calcul s'effectuait en evaluant l'energie libre 
du modele de matrice lui meme avant de prendre la double limite d'echelle du resultat 
obtenu. Le resultat de [IV] resume dans la partie [5] du chapitre 4, montre que ce passage 
a la limite n'est pas necessaire. L'energie libre de la theorie des cordes peut directement 
etre obtenue en calculant les invariants F^ 9 > de la courbe algebrique £( p , q ) du modele 
minimal (p, q) voulu sans qu'elle ne vienne d'une quelconque limite ! Ce resultat est 
un premier indice revelant un lien plus profond entre les invariants algebriques et 
l'energie libre de theories des cordes independamment de l'existence d'un quelconque 
modele de matrice intermediaire. 

2 Theories de cordes topologiques. 

Cette approche des theories des cordes par les modeles de matrices etait, jusqu'il y a 
peu, limitee a ce secteur particulier correspondant aux doubles limites d'echelle. Mais 
l'engouement recent, en mathematiques et en physique, pour les theories des cordes 
topologiques a permis de montrer que l'interaction entre les deux modeles est bien plus 
profonde. 

Les theories des cordes topologiques correspondent au cas oil la theorie conforme 
couplee a la gravite est un modele Sigma bidimensionnel non lineaire dont l'espace 
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cible X est une variete de Calabi-Yaif] jZSl EH \M\- Cela signifie que les champs de 
base sont des applications : 

: E 9 -> X (2-1) 

II existe en fait deux versions de telles theories : le modele A lie a la theorie des invariants 
de Gromov-Witten et le modele B lie aux deformations de la structure complexe de la 
Calabi-Yau X. C'est ce dernier modele que nous allons etudier dans la suite. 

Explicitons d'abord la structure complexe d'une variete de Calabi-Yau X de dimen- 
sion complexe 3. La structure complexe d'une Calabi-Yau X est donnee par un ensemble 
de modules formant un espace M. de dimension h 1,2 (X) parametrisable comme suit. 
On commence par choisir une base de H 3 (X, Z) : 

{Ai, , 1 = 0,1,..., h 1 ' 2 tels que A 7 n Bj = S u . (2-2) 

On definit alors les periodes de la Calabi-Yau par : 



Xi := / Q et Ti := / tt (2-3) 

ou f2 est une section holomorphe non nulle de la fibree canonique f2 3 '°(Y)[^] On peut 
montrer que les Xj sont des coordonnees projectives de AI, et done que les Ti = J~i{X) 
en sont des fonctions. On peut meme montrer que leur dependance provient d'une 
unique fonction !F(X) selon : 

Cette fonction est homogene de degre deux en Xj, on peut done introduire des nouvelles 
coordonnees 

h:=§- , J = 1,...,^ 2 (X) (2-5) 
de maniere a definir le prepotentiel : 

F (t) = ^F(X) (2-6) 

qui s'avere coincider avec l'energie libre de genre des cordes topologiques de type B 
sur X que nous defmissons maintenant. 

L 'action d'une theorie topologique de type B sur X est obtenue par une deformation 
de Taction standard : 



n „ n „ 

S/*^ := S(0) + J> / + / 

I=\ 1=1 ^ S 



<P? (2-7) 



par les operateurs chiraux <pj et anti-chiraux 7 de la theorie correspondant aux direc- 
tions marginales. 



1 Cette propriete est tres importante pour que la theorie soit topologique. Nous ne la decrirons pas 
ici et le lecteur interesse pourra se referer aux revues [HOJ HI] pour plus de detail. 

2 L'existence d'une telle section est assuree par la propriete de Calabi-Yau de la variete X. 
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Notons que la deformation de Paction par les t peut s'ecrire comme un terme BRST- 
exact par rapport a la symetrie topologique de la theorie. On s'attendrait alors a ce 
que l'energie libre de genre g, F^ 9 \ ainsi que les fonctions de correlation 



ne dependent pas de ces parametres non-holomorphes t. Cependant, le couplage a la 
gravite detruit cette independance en introduisant une anomalie connue sous le nom 
d'anomalie holomorphe. Cette anomalie provenant de termes de bord peut etre 
entierement caracterisee par des equations de recurrence : les equations d'anomalie 
holomorphe [15] . Celles-ci peuvent etre ecrites en utilisant les notations suivantes. La 
metrique de Zamolodchikov sur l'espace des modules peut etre definie en termes d'une 
fonction de Kahler K par 

Gjj = djdjK (2-9) 

ou l'on a utilise la notation 

• (2 - 10) 

L'energie libre de genre 0, F (0) , donne acces aux fonctions holomorphes a deux et trois 
points : 

nj^djdjF® , Cjj K := djdjdKF®. (2-11) 
Les equations d'anomalie holomorphes peuvent alors s'ecrire : 

Wg>2, d^F^ = (djDjF^ + DrF^DjF^^j (2-12) 

ou la derivee covariante est definie par 

Dj = dj - Yi + (2 - 2g)diK (2-13) 
avec le symbole de Christoffel 

Yfj := G™djG m (2-14) 

et le tenseur _ _ 

(% : = e™G IM G JN C m . (2-15) 

Pour le genre 1, l'equation s'ecrit : 

didjF^ = \c IKL Cf L - - l) G I7 . (2-16) 

Notons egalement que les fonctions de correlation peuvent etre obtenues par action 
de la derivee covariante sur les energies libres : 

C%l J =D h ...D Ih F<>\ (2-17) 
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On peut done ecrire des equations d'anomalie pour elles aussi : 



K^h...I k - 2 K \^MNh...I k 

9 k 



' X^X! S ]( n _ S )\ S ^M/cd).-/^.,)^/ ./,,,,, ; 

(^- 2 +-- 1 )E^^f. ) .w s+ ,../ fc 



(2 - 18) 



Une fois les equations d'anomalie holomorphes resolues, il reste a fixer une constante 
d'integration, i.e. une fonction holomorphe des parametres. Pour ce faire, on cherche a 
determiner la limite holomorphe de F^ 9 \t,t) definie par : 

F i9 \t) := \im F {9 \t,t). (2-19) 

f^oo 

Ce passage a la limite n'est pas anodin. En effet, si l'on transforme ainsi l'energie 
libre en une fonction holomorphe des modules, on perd une propriete de symetrie : 
l'invariance modulaire de F^ 9 \t,t) est brisee. Nous avons vu dans le chapitre precedent 
que ce comportement se retrouve dans le cadre des invariants algebriques losque Ton 
fait varier k. 

Remarque 2.1 Les amplitudes definies ici ont pu etre interpreters comme les amplitudes 
d'une theorie quantique des champs six dimensionnelle sur la Calabi-Yau X : la theorie 
de Kodaira-Spencer (15]. Dans la suite, nous ferons done regulierement reference a cette 
theorie pour parler des amplitudes du modele de type B. 



3 Conjecture de Dijkgraaf-Vafa et modele B local. 

3.1 Varietes de Calabi-Yau locales. 

Parmi les differentes classes de varietes de Calabi-Yau possibles pour l'espace cible, 
il en existe une qui permet de rendre le lien entre modele B et modeles de matrices 
(ou invariants algebriques) plus explicite encore. On appelle les varietes non compactes 
correspondantes des varietes de Calabi-Yau locales [69] . II a ete monre dans jHH] 
que leurs proprietes sont alors encodees dans une surface de Riemann compacte S n de 
genre r^par l'intermediaire des modules 

tj oc / ydx , I — l,...,n (3-1) 

J A! 

avec {{Ai, Bj)} une base de cycles de E n et la forme ydx definie par une parametrisation 
de E n comme equation algebrique. Ainsi, au lieu de travailler sur une variete de dimen- 
sion 3, on travaille sur une variete de dimension 1, une surface de Riemann, tout comme 



3 Attention, cette surface ne doit pas etre confondue avec la feuille d'univers E s sur laquelle portent 
les integrales du paragraphe precedent. 
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dans le cadre des matrices aleatoires. Dans le paragraphe suivant, nous montrons sur 
un exemple precis comment passer de la Calabi-Yau a la surface de Riemann. 
Dans ce contexte, la metrique de Zamolodchikov est donnee par 

G rj = -i(r - r)u (3-2) 

ou la fonction a deux points r est simplement la matrice des periodes de Riemann de 
E n . Le symbole de Christoffel et le tenseur sont quant a eux donnes par : 

^j=[(r-r)- 1 } LM d I r JM (3-3) 
C# = - l(r ~ rV] IM [(r - r)" 1 ] JN C m . (3-4) 



Les equations d'anomalie holomorphes sont alors toujours donnees par Eq. (2-12) 
pour les energies libres en considerant la derivee covariante : 

Dj := dj - Tj. (3-5) 



De meme, les fonctions de correlation satisfont toutjours Eq. (2-18) mais sans le terme 
de la seconde ligne, i.e : 



9 k 

0-0 



A_r»0) _ \r* MN ( r'O- 1 ) , V \^ 1 \^ ^(0 r 

°K^h...I k ~ I MNIi...I k T 2^ 8 \( n _ 8 )\ U M/ CT(1) .../ CT(s) ^7V/ (T(s+1) .../ (j(fc) 

\ r=0 s=0 ' V trgSfc / 

(3-6) 

3.2 Conjecture de Dijkgraaf-Vafa. 

Considerons un cas particulier de Calabi-Yau locale donnee par l'equatior]^] 

u 2 + v 2 = H(x, z) avec H(x, z) = z 2 - (W'(x)) 2 + f(x) (3-7) 

ou W(x) et f(x) sont deux polynomes de degres respectifs n + 1 et n — 1. La section 
holomorphe est alors donnee par 

n = (3-8) 

Pour cette geometrie particuliere, montrons que ses periodes sur les cycles d'une base 
symplectique de la Calabi-Yau peuvent se ramener a des integrates sur les cycles de la 
courbe E n 

y 2 {x) = {W'{x)) 2 + f{x). (3-9) 

Supposons que cette courbe est generique, c'est-a-dire qu'il y a In points de branch- 
ments distincts : 

2n 

(W'(x)) 2 -f(x) = l[(x-x l ). (3-10) 

i=i 



4 C'est bien une variete de dimension 3 complexe : une equations polynomials liant 4 variables 
complexes u, v, x et z ! 
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Considerons les cycles {Ai}i=i„, n dermis par 

V« = l,...,n, Ai := [x 2 i-i,x 2 i] . (3-H) 

On construit alors les cycles A\ de la Calabi-Yau par fibrations sur ces intervalles par 
l'equation : 

2n 

Vj = 1, . . . , n , Vx 6 Aj , u 2 + v 2 + z 2 = - Xi). (3-12) 

i=i 

Notons que ces cycles sont n 3-spheres de la variete de Calabi-Yau se projetant sur les 
cycles Ai de la courbe H (x, y) = dans le plan de x. De meme, on definit les cycles 
B par fibration sur les cycles B{ orthogonaux aux cycles A4. Calculons maintenant les 
periodes de la section Q sur ces cycles. 

Soit C un cycle A ou B et C le cycle corespondant sur la variete de Calabi-Yau. 
Alors 

n = f (3-i3) 

c Jc 2™ 1 ; 

Puisque C peut etre vu comme une 2-sphere 

u 2 + v 2 + z 2 = y(x) 2 (3-14) 

parametrisee par x se deplagant sur C, on peut decomposer cette integrale en une 
integrate sur cette 2-sphere de rayon y(x) et une integrale sur : 



= dx 
c Jc 



(3 - 15) 



\/y(x) 2 - r 2 
y(x)dx. 



c 



Nous avons ainsi montre que, en integrant la partie "triviale" de la geometrie de la 
variete de Calabi-Yau, on peut se ramener a etudier la projection sur une courbe 
hyperelliptique. 

Jusqu'ici, nous avions simplement vu une tres forte similitude entre les proprietes 
de transformation des energies libres sous les deformations de la Calabi-Yau et les 
proprietes de variations des invariants algebriques associes aux surfaces S n sans pour 
autant aller plus loin. Dans ce cas precis, on peut aller plus loin. On reconnait en 
effet dans l'equation de S n , la forme de l'equation de la courbe spectrale classique 
d'un modele a une matrice avec un potentiel W(x). Par ailleurs, Dijgraaf et Vafa 
ont conjecture dans [36] que les energies libres holomorphes F^ 9 \t) de cette theorie 
sont donnees par les termes du developpement topologique du modele a une matrice 
hermitienne. Cette conjecture a ete verifiee aux ordres [36J, 1 [33 EO] et 2 



5 On a suppose ici que u, v et z sont reels lorsque x C. On peut faire exactement la meme chose 
dans le cas ou ils ne le sont pas 
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3.3 Miroirs de geometries toriques. 

II existe une autre classe de Calabi-Yau interessante. Celle-ci est liee a la symetrie 
miroir [57] qui est une symetrie tres importante puisqu'elle permet de relier les modeles 
de type A et de type B, i.e. la theorie des invariants de Gromov-Witten et la theorie 
des deformations de varietes de Calabi-Yau. Elle dit qu'etant donnee une Calabi-Yau 
X, il existe une autre Calabi-Yau X telle que le modele A sur X et le modele B sur X 
coincident : 

F% ) (t;X) = F$\t,X). (3-16) 

Dans le cas oil X a une geometrie torique [19] . son image par la symetrie miroir est 
caracterisee par une surface de Riemann E n definie par une courbe algebrique du type 



y 2 = M\x) ]J(x - Xl ) (3-17) 

i=l 

oil M(x) est une fonction transcendentale. De recents travaux [82], semblent indiquer 
que les amplitudes holomorphes des cordes ouvertes et fermees de telles modeles de type 
B sont egalement donnees par les energies libres et fonctions de correlations associees 



a la courbe Eq. (3-17). 



4 Theorie de Kodaira-Spencer et anomalie holo- 
morphe. 

Nous montrons dans cette partie que, pour un choixQ particulier de 

k = -(t-t)-\ (4-1) 

les invariants F^' satisfont les equations d'anomalie holomorphe. Rappelons que pour 
ce choix, ce sont des invariants modulaires et ils possedent ainsi une premiere pro- 
priete necessaire pour les identifier aux fonction de partitions de la theorie de Kodaira- 
Spencer. 

Pour ce choix de k, les fonctions de correlation et energies libres ne sont plus 
des fonctions holomorphes des modules. En effet, par l'intermediaire de k, ils ont 
maintenant une partie non holomorphe. Nous nous interessons done a cette nouvelle 
dependance en etudiant particuliement leurs variations par rapport aux e,. Elles sont 
obtenues en utilisant les variations par rapport a k calculees dans le chapitre 4 : 

8Wl 9) dndwi 9) Ok Or d 2 F^ o . 

J; = — fe , — = -K— K , -^rir- = 2l7TT (4-2) 

de de ok de de de 2 

d'ou 

dW { k 9) 1 d 3 F {0) dwi 9) 



>>■ ■, , • (4-3) 



de 2m de 3 dn 



6 En fait, il faut effectuer une transformation exponentielle sur les variables pour obtenir ce resultat. 

7 Dans toute cette partie nous allons utiliser une notation vectorielle pour decrire les fractions de 
rcmplissage e et les cycles A et B sous forme de vecteurs de taille Q. II sera ainsi plus aise de manipulcr 
leur lien avec les matrices de taille Q xQ, r et k sans avoir a faire appelle a de fastidieuses sommations 
sur des indices. 
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Ainsi, en utilisant le theoreme |4.8| du chapitre 4 



dW { k 9) 1 d 3 F {0) 

K — r— 5 — K 



z JrCB, JsCB, y 



de " (2i7r) 2 de 3 2 

+ EE rf$ + i<PL,r)W™ +1 (p K/ L,8)). (4-4) 



h LcK 

Or, avec le choix k — l/(r — r), on a la propriete : 



dr dn 



ce qui implique que l'operateur differentiel Dq introduit dans Eq. (4-10) du chapitre 4 
se reduit a la derivee usuelle : 

D ei = d/dej. (4-6) 
On peut alors calculer son action sur les fonctions de correlations : 



dW k 



GO 



(fw^ = -cfw^ + T<fw^, (4-7) 
Jb Jb J a 



de 

et, en derivant une seconde fois, on trouve : 

d 2 w { k 9) , dr dw { k 9) r r ur(g) (A o . 

^ + Te K ^ = tt W ^ (4 " 8) 
On obtient finalement l'equation : 

dW ( k 9) 1 d 3 F m 1 s d 2 W { k g - l) dr dW ( k 9 ~ 1] 

de ~ (2m) 2 K 8e 3 " 2 i de 2 + de^ de 

dw v> dwti h \ 

h LcK 

Pour la comparer a l'equation d'anomalie holomorphe, utilisons les notations de theorie 
des cordes : 

t 1 = (2m)h I . (4-10) 

et la derniere equation s'ecrit : 

8W { k g) _ d 3 F {0) 1 ( d 2 wj 9 ~ l) dr dWj 9 - 1] 
oft ~ K d f K 2 \ dt 2 + dt* dt 



h LcK 

Pour les energies libres, on prend le cas ou k = et on obtient : 



+ *f k -»- + T i -» — ^ ( 4 - 12 ) 



dt dt 2 V <9t 2 dt dt ^ «9t at 



3 Attention a ne pas confondre cet operateur avec la derivee covariante introduite dans cette partie. 



154 



CHAPITRE 5. MODELES DE MATRICES ET THEORIE DES CORDES. 



qui n'est rien d'autre que l'equation d'anomalie holomorphe pour les energies libres 



Eq. (2-12) puisque 



K IM g r _ _ r JN 
dt M dt N dt K 



C- 



u 

K ' 



dr JM 
dt 1 ' 
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(4-13) 



Remarquons que Ton a egalement obtenu une equation similaire pour les fonctions de 
correlation elles-memes : 



(<?) 



L -C^{D lDj wt l) 



(4-14) 
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qui correspondent dans le cadre de la theorie des cordes topologiques aux amplitudes 
de cordes ouvertes par opposition aux cordes fermees decrites par les energies libres (cf 
[82] pour des resutats explicites dans le cas de varietes miroires de Calabi-Yau toriques). 
On peut alors voir cette equation comme une equation d'anomalie holomorphe pour les 
cordes ouvertes. Ce type d'equations a deja ete discute dans un cadre general (15] ou 
elles sont obtenues en etudiant les degenerescences possibles des surfaces de Riemann 
avec bords : c'est-a-dire que Ton regarde ce qu'il se passe lorsque la surface est "pincee" 
suivant l'un des cycles non triviaux qui est alors ramene a un point. Partant d'une 
surface E ffi fc de genre g a k bords, les deux termes du membre de droite de Eq. (4-14) 



correspondent d'une part au cas ou ce pincement coupe la surface en deux surfaces 
disconnectees : 




(4-15) 



et au cas ou Ton a pince un noeud interne a la surface 




(4-16) 



On peut egalement montrer que les amplitudes Cj^.j sont donnees par 
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(4-17) 



puisque la derivee covariante Dj = dj — Yj commute avec les integrates sur les cycles 
B lorsque Ton agit sur une differentielle dont les integrates sur les cycles A sont nulles. 



Ainsi, l'integration de toutes les variables dans Eq. (4-14) sur les cycles B redonne 



l'equation d'anomalie holomorphe pour les fonctions de correlation dans le cas local. 
Cela montre que l'equation d'anomalie holomorphe n'implique que le secteur des cordes 
fermees dans les etats intermediaires. 
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5 Conclusion du chapitre. 

Nous avons montre dans ce chapitre que les energies libres et fonctions de correlation 
calculees sur une courbe algebrique S satisfont toujours les equations d'anomalie ho- 



lomorphe Eq. (2-12) pour le choix de k = — (r — t) . Cela montre que leur partie 
non holomorphe coincide bien avec la partie non-holomorphe d'un modele de type B 
defini sur une Calabi-Yau locale caracterisee par la surface de Riemann S. Par ailleurs, 
la limite holomorphe i — > oo corespondant a k = fixe sans ambiguite la partie ho- 
lomorphe des invariants algebriques. Entre autres, si la courbe algebrique consideree 
est la courbe spectrale d'un modele de matrices, cette limite correspond aux energies 
libres et fonctions de correlations dudit modele. 

Ainsi, la demonstration de la conjecture de Dijgraaf-Vafa est ramenee a montrer 
que la partie holomorphe de l'energie libre des modeles locaux de type B sont bien les 
invariants algebriques definis dans le chapitre 4 pour k = 0. 



CHAPITRE 5. MODELES DE MATRICES ET THEORIE DES CORDES. 



Chapitre 6 



Conclusion. 

1 Resultats principaux : du developpement topo- 
logique des modeles de matrices a la theorie des 
cordes topologiques. 

1.1 Calcul d'integrales a deux matrices formelles. 

Dans ce memoire, nous avons tout d'abord montre comment definir proprement un 
modele a deux matrices formel comme fonction generatrice des surfaces discretisees 
portant une structure de spin de type Ising. Nous avons particulierement insiste sur le 
fait que ce modele ne coincide pas, en general, avec le developpement d'une quelconque 
integrate convergente quand la taille des matrices considerees tend vers l'infini. 

Nous avons egalement montre commment associer une courbe algebrique a differents 
modeles de matrices formels ne dependant que de l'ordre dominant du developpement 
topologique du modele considere, c'est-a-dire de ce que Ton appelle habituellement li- 
mite classique ou limite planaire. Nous avons alors decrit une procedure unique pour 
cacluler tous les termes du developpement topologique des observables du modele 
considere. 

On peut resumer cette procedure par le graphique suivant : 

Modele de matrices formel 

I 

Limite planaire : Courbe spectrale classique £ 

I 

Invariants algebriques sur £ 

= Developpement topologique des fonctions de correlation 

Nous avons done montre que ces differentes integrates formelles ne sont qu'un seul et 
meme objet en tant que fonctionnelle d'une courbe algebrique et propose une methode 
simple et efficace pour les calculer. 

Le fait qu'une telle procedure existe peut peut-etre s'expliquer par la combinatoire. 
Un modele de matrice formel correspond a compter des cartes. Ces cartes peuvent etre 
vues comme recollement de disques entre eux. Pour construire de telles carte il faut 
deux elements : le poids d'un disque (obtenu par et done ydx), et le poids d'un 
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recollement, encode dans l'equation de la courbe spectrale classique. De ce point de 
vue, il n'est pas surprenant que la courbe spectrale classique possede toute rinformation 
necessaire au calcul de tout le developpement topologique des observables du modele 
et que la procedure a mettre en oeuvre pour passer de cette courbe aux fonctions de 
correlation ne depende pas du modele. 

1.2 Invariants et deformations de courbes algebriques. 

Nous avons egalement montre comment generaliser cette procedure au dela des 
modele de matrices en etendant cette construction a n'importe quelle courbe algebrique 
S. Nous avons alors pu montrer que les nombres et les formes differentielles wjf^ 
ainsi obtenues ont un comportement facile a decrire sous les deformations de £ : 

- Invariance symplectique : les energies libre sont invariantes sous de nom- 
breuses transformations conservant la forme dx A dy ; 

- Transformations modulaires : les transformations modulaires de la courbe 
peuvent etre totalement absorbees dans la normalisation de la fonction a deux 
points W^q par l'ajout d'un nouveau parametre : une matrice symetrique k; 

- Variation de ydx : toute variation de la forme differentielle ydx du type : 

5ydx(p):= jfs(e,p)A(0 (1-1) 
se traduit par une variation des fonctions de correlation : 

^ (9) (pk) = Jw^,pk)HO- (i-2) 

Ces invariants sont done fortement lies a la theorie des deformations des courbes 
algebriques. Entre autres choses, il est tres interessant de noter que ces resultats per- 
mettent d'interpreter la fonction de correlation a k points de genre g, wjf^(pi, . . . ,Pk), 

calculee sur une courbe 8 comme l'energie libre de genre g, F(£)b), calculee sur une 
courbe S obtenue a partir de S en ajoutant des poles en k points marques p±, . . . ,pk- 
Cette remarque fait echo avec ^interpretation combinatoire des fonctions de correlations 
dans le cadre des modeles de matrices. En effet, ces proprietes semblent faire un lien 
entre la courbe spectrale du modele de matrices et les surfaces discretisees generees par 
les fonctions de correlation : ajouter un bord aux surfaces generees revient a ajouter 
un pole a la courbe spectrale. 

1.3 Theories conformes et integrabilite. 

Nous avons utilise cette procedure generale pour retrouver des resultats deja connus 
de maniere simple et rigoureuse. Nous avons ainsi montre comment les doubles limites 
d'echelles de modeles a une et deux matrices coincident avec des modeles de matrices 
en champ exterieur (obtenu sans prendre de limite) . Nous avons done montre comment 
avoir acces directement aux observables de modeles minimaux de type (p, q) sans avoir 
besoin de faire un quelconque passage a la limite. II suffit de considerer la courbe 
algebrique £( P)9 ) associee. 
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Ceci nous a egalement permis de montrer a nouveau que les integrates de matrices, et 
done nos invariant algebriques, fournissent une realisation explicite des fonctions r des 
hierarchies integrables KP et KdV par une simple comparaison des courbes algebriques 
associees. 

Ce lien entre les invariants dermis et l'integrabilite a ete rendu plus explicite, 
de maniere generale, par la construction de fonction, de Baker- Akhiezer associees a 
une courbe algebrique quelconque. Ces fonctions permettent en effet de definir des 
equations de Hirota et des relations de Sato formelles associees a n'importe quelle 
courbe algebrique. 

1.4 Conjecture de Dijkgraaf-Vafa. 

Nous avons montre comment, en fixant le nouveau parametre k = , on peut 

rendre les et wjf^ invariants modulaires en leur faisant perdre leur propriete d'ho- 
lomorphicite. Nous avons ainsi reproduit le comportement des fonctions de partition 
de la theorie de Kodaira-Spencer decrit dans pp. Nous avons alors pu montrer que les 
sont solutions des equations d'anomalies holomorphes des cordes fermees de cette 
theorie appuyant ainsi un peu plus la conjecture de Dijkgraaf-Vafa liant theorie des 
cordes topologique et modeles de matrices. Grace a ce resultat, il ne reste plus qu'a 
identifier la partie holomorphe de la fonction de partition de la theorie de Kodaira- 
Spencer et les invariants algebriques correspondants pour k = (qui est la valeur a 
prendre pour pouvoir obtenir les observables de modeles de matrices). 

Nous avons egalement montre que les wjf^ satisfont des equations d'anomalie du 
meme type que l'on aimerait interpreter comme equations d'anomalies holomorphes 
pour des cordes ouvertes cette fois-ci. 

2 Perspectives. 

La construction generale d'invariants decrite dans cette these pose beaucoup de 
questions quant a son interpretation d'une part et appelle des generalisations naturelles 
d'autre part. 

2.1 Etude d'autres modeles de matrices. 

Deux questions viennent naturellement a l'esprit suite a cette construction. Etant 
donnee une courbe algebrique quelconque, existe-t-il un modele de matrice dont les 
observables sont donnees par les invariants associes a la courbe ? Au contraire, etant 
donne un modele de matrice, dans quelle mesure peut-on utiliser la meme procedure 
pour calculer le developpement topologique de ses observables ? 

La reponse a la premiere question semble a priori negative. II semble, en effet, 
difficile de construire un modele de matrices dont la courbe algebrique n'aurait qu'un 
seul point a 1'infini (i.e. tel que ydx n'ait qu'un seul pole). Cependant, la question 
semble plus ouverte si l'on considere egalement les "limites" de modeles de matrices 
dans les theories acceptables. Se pose alors la question de savoir comment reconstruire 
Faction de ce modele a partir de la courbe algebrique. Une partie de la reponse a cette 
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question a deja ete donnee dans cette these. En effet, nous avons montre comment 
associer un "potentiel" V* a chaque pole o>i de ydx, faisant ainsi un premier pas vers 
la construction d'une action. Cependant, il reste beaucoup a etudier pour pouvoir 
repondre a ce probleme. 

D'un autre cote, cette procedure semble tres prometteuse pour l'etude d'autres 
modeles de matrices. Les etudes deja menees sur le modele de matrices couplees en 
chaine ouverte jl6] semblent, en effet, indiquer que les fonctions de correlation prennent 
la meme forme. On peut alors se demander a quels autres types de modeles on peut 
etendre cette construction. En premier lieu, il serait tres interessant d'etudier le modele 
0{n) |60j pour ses applications ainsi que pour le degre de complexite supplementaire 
qu'il semble faire apparaitre. II est pour le moment impossible de dire si notre procedure 
pourra se generaliser a ce cadre la sans une resolution explicite du modele. On voit qu'il 
serat tres utile d'avoir un critere permettant de determiner si Ton peut calculer une 
integrale de matrice formelle donnee par cette methode. 

Enfin, nous n'avons etudie ici que des modeles de matrices hermitiennes. Peut- 
on trouver une procedure equivalente pour des ensembles de matrices presentant une 
symetrie differente? Existe-t-il une telle structure sous-jacente permettant de calculer 
des integrales formelles sur l'ensemble des matrices reelles symetriques ou quaternio- 
niques ? Des premiers pas ont ete faits dans cette direction par Chekhov et Eynard qui 
ont perturbe le modele a une matrice hermitienne dans j28] pour etudier la combina- 
toire de surfaces discretisees pas forcement orientables. 

2.2 Lien avec l'integrale de matrice convergente. 

Comme nous l'avons montre dans ce memoire, cette procedure donne acces au 
calcul d'integrales formelles et non a celui d'integrales convergentes sur l'ensemble des 
matrices hermitiennes. II serait cependant interessant de faire le lien entre ces resultats 
et les integrales convergentes. Dans le cadre du modele a une matrice, Bonnet, David et 
Eynard [18] avaient en effet pu faire le lien explicite entre integrale formelle et integrale 
convergente en sommant sur les instantons. lis ont en quelque sorte montre comment 
obtenir un etat physique de moindre energie comme superposition de tous les etats 
possibles. 

II serait done interessant de faire de meme pour le modele a deux matrices et dans 
le cadre general developpe ici. On aurait ainsi acces, par exemple, aux asymptotiques 
des polynomes biorthogonaux etudies dans [50] ainsi qu'aux termes correctifs quand la 
taille des matrices integrees tend vers l'infini. 

2.3 Lien avec un systeme integrable quantique. 

Ce lien avec l'integrale convergente semble egalement etre indispensable a une 
meilleure comprehension du systeme integrable cache derriere cette construction. En 
effet, si, pour certaines courbes, on retrouve des reductions de hierarchies integrables et 
si nous avons ete capable de construire des series formelles dont le comportement rap- 
pelle les elements de bases des systemes integrables classiques, la structure integrable 
sous-jacente n'est pas comprise pour le moment. Hors, dans le cadre des modeles de 
matrices, on connait tres bien le systeme integrable, et ce quelque soit la taille iV de 
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la matrice. Ce systeme est en general quantique associe a une equation des cordes du 
type 

[ p M = ^ (2-1) 

qui devient classique dans la limite des grandes matrices N — > oo. On s'attend done 
a avoir decrit le developpement semi-classique d'un tel systeme par notre procedure 
et il serait interessant de pouvoir reconstruire le systeme quantique total associe dans ce 
cadre plus general. Cependant, il faudra d'abord etre capable de reconstruire l'equivalent 
d'une integrale convergente puisque e'est cet objet qui est vraiment fonction r du 
systeme integrable. Pour ce faire, la nouvelle variable k semble avoir un role tres impor- 
tant a jouer dans une procedure consistant a resommer sur les fractions de remplissage. 



2.4 Interpretation des invariants algebriques : calcul du vo- 
lume de l'espace des modules de surfaces. 

Le plus gros probleme souleve par cette construction consiste a comprendre ce que 
Ton a calcule dans un cadre general. Quels sont done ces objets qui sont a la fois 
fonctions generatrices de surfaces discretisees, fonctions de partitions de theorie des 
cordes topologique et fonction r d'un systeme integrable? Si il etait observe depuis 
longtemps que ces objets ont des points communs, il est surprenant qu'ils ne soient en 
fait qu'un seul et meme objet parametre par une courbe algebrique quelconque. 

Cette unification des differents modeles de matrices avait deja ete pressentie dans 
les travaux de Alexandrov, Mironov et Morozov |JJ [7] dans l'optique de definir une 
M-theorie matricielle. 

II me semble cependant qu'il existe un ingredient, plus simple, commun aux dif- 
ferentes fonctions retrouvees par cette procedure faisant en plus le lien entre les interets 
des mathematiciens et des physiciens. En effet, en regardant de plus pres les exemples de 
fonctions retrouvees par cette methode, on peut voir qu'elles correspondent toutes 
a integrer une certaine fonction (ou mesure) sur l'espace des modules de surfaces. En 
effet, reprenons quelques exemples : 

- Modeles a une et deux matrices : est la fonction generatrice des surfaces 
discretisees de genre g. On peut done voir les energies libres comme une integrale 
sur l'espace des modules des surfaces avec une mesure donnant un poids non nul a 
un ensemble discret de surfaces seulement. En reprenant les notations introduites 
dans le chapitre 2 : 

F {9) = [ X5 9 , (S 3 , )>V(S 3 ,o) (2-2) 

ou l'integrale porte sur toutes les surfaces connexes fermees de genre g, Xs g , est 
la fonction caracteristique de l'ensemble des surfaces discretisees S 9t0 defini par 
def.1.3 du chapitre 2 et W est le poids associe. 

- Integrale de Kontsevich : l'introduction de ce modele particulier de matrice en 
champ exterieur a ete originellement motive par le calcul des nombres d'inter- 
section de surfaces de Riemann et done du volume de l'espace des modules des 
surfaces de Riemann par rapport a la mesure de Weyl-Petersson. Les fonctions 
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de correlation sont donnees dans ce cas par : 

W { k 9 l = [ du WP (2-3) 



ou ujwp est la mesure de Weil-Petersson sur l'espace des modules^ 

Modele minimal (p, q) : la fonction de partition est une integrate sur l'espace des 

modules des surfaces de Riemann avec Paction d'Einstein-Polyakov : 



. S p 



F g = / e-Tf. (2-4) 

JM g 

- Theorie des cordes topologique de type B : la fonction de partition est egalement 
une integrate sur l'espace des modules des surfaces de genre g de la forme : 

F g := f dr I V<Pe- s *= 2 (2-5) 



oil Sjy=2 est Taction du modele sigma definie par Eq. (2-7) du chapitre 5. 
II semblerait done que les objets W$[£] que nous avons dermis peuvent etre vus 
comme des integrates sur l'espace M. g . n des modules des surfaces de genre g avec n 
bords a l'aide d'une metrique dfi[£] dependant de la courbe algebrique £ : 

W£$[e\ = I dn[£\. (2-6) 



Une telle interpretation aurait de nombreuses applications que ce soit en physique 
pour effectuer des calculs de theorie des cordes et comprendre certaines dualites ou en 
mathematiques ou elle permettrait de faire plus explicitement le lien entre hierarchies 
integrables et volumes de -M 5i „ dans la continuity directe des travaux de Kontsevich. 
On aurait egalement la un outil pour etudier precisement les proprietes topologiques 
des cartes de grandes tailles. 



2.5 Symetrie miroir, theories topologiques de type A et courbe 
de Seiberg-Witten. 

Dans cette these nous n'avons etudie qu'un type de theorie des cordes topologique : 
le type B. Or, on sait que dans de nombreux cas, une theorie de type B a un dual 
equivalent de type A par la symetrie miroir. II serait tres interessant de pouvoir identi- 
fier l'equivalent fermionique de notre construction algebrique pour les theories de type 
A, donnant ainsi acces au calcul des invariants de Gromov-Witten. 

Des travaux recents de Marino jH2] ont montre que si Ton applique notre methode a 
l'image par la symetrie miroir de theories de type A avec une Calabi-Yau de geometrie 
torique, on retrouve bien les resultats attendus par ailleurs. Notons que dans ce cas, le 

lT Jne approche geomctriquc du probleme a permis a Mirzakhani |87U88j de montrer que ces volumes 
satisfont une relation de recurrence. Nous avons montre dans [VII] que cette relation de recurrence 
n'est rien d'autre que l'equation |3-5| du chapitre 4 definissant les fonctions de correlations pour la 
courbe y = sin2TT^/x. 
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modele B correspondant ne fait apparaitre aucune courbe algebrique mais une courbe 
bien plus compliquee. Ceci semble indiquer que notre methode de construction d'inva- 
riants peut s'etendre encore au dela des courbes algebriques. 

Par ailleurs, il serait tres interessant de comprendre le lien profond entre les energies 
libres calculees sur les courbes hypperelliptiques apparaissant dans les theories de 
Seiberg-Witten [HE] et les couplages gravitationnels introduits par Nekrasov [HD] puisque 
ces derniers peuvent etre deformes en des objets non holomorphes satisfaisant les 
equations d'anomalie holomorphe associees a cette courbe. 
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Chapitre 7 
Appendices. 



1 Modele Gaussien et theoreme de Wick. 

Considerons la mesure gaussienne sur l'ensemble Hn des matrices hermitiennes M 
de taille N x N : 

— 

d ^=(JL) 2 e-^ M2 dM, (1-1) 



,2tt 

ou dM est le produit des mesures de Lebesgues des elements reels de M : 



dM = II dMii II dReiMi^dlm^ij) (1-2) 



N 2 



et le facteur de normalisation Z gauss := {^f^j 2 es t obtenu par le calcul de la fonction 
de partition : 

Zgauss := [ e'^ M2 dM. (1-3) 

J H N 

On peut aisement calculer la correlation entre deux elements de matrices : 

(M ab M cd ) := ^— f M ab M cd e~^ M2 dM = (1-4) 

■Zgauss J H N 9 

Cette quantite tres simple est en fait la seule dont le calcul est necessaire pour obtenir 
la valeur moyenne du produit d'un nombre quelconque d'elements de matrices grace 
au theoreme de Wick : 

Theoreme 1.1 Theoreme de Wick : 

La valeur moyenne du produit de 2n elements de matrices est egale a la somme sur 
tous les appariements des elements deux a deux du produit des valeurs moyennes des 
paires d'elements correspondantes : 

I 2n \ n 

u m ^)= e n( M w^)' (i - 5) 

ii=l / \J j (k j ,l j )={l,2,...,2n}j=l 

ou la somme dans le membre de droite porte sur tous les appariements (kj,lj) deux a 
deux des elements de {1, . . . , 2n}. 
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Dans les faits, les objets interessants sont les correlations de fonctions invariantes 
sous Taction du groupe U(N), de maniere generique, on aimerait calculer 



YliTrM^J, (1-6) 

ou la somme porte sur un nombre fini de termes et les fcj sont des nombres entiers ar- 
bitrages. Puisque Ton peut reecrire les differentes traces comme un produit d'elements 
de matrice : 

N 

TrM k =Y, M aia2 M a2Ct3 M a:iai . . . M aktXl , (1-7) 

<Xi = l 

on peut appliquer le theoreme de Wick et decomposer cette fonction de correlation sur 
la base des correlations de deux elements de matrices. Par exemple, on obtient : 

N N 2 
<TrM 2 ) = ^(M, J M, l ) = — , (1-8) 

i,j=l 9 

ou encore 

(TrM 4 ) = ^2 (MijMj k M k iMii) 

i,j,k,l 

((MijMjk) (M kl M H ) + (M^Mm) (M jk M H ) + (M^M H ) (M kl M jk )) 

i,j,k,l 

= + SiidjkSiAk + 8ji) 



i,j,k,l 



\(N 3 + N + N 3 ) = ^(1 + 2N 2 ). 

r g 2 



(1-9) 

De maniere generate, chaque terme non nul dans la decomposition de (f] j (TrM , ) fci ) 

par le theoreme de Wick apporte la meme contribution ( M si ^ es ^ paire 
et sinon. Ainsi, il faut done compter le nombre de termes non nuls entrant dans ce 
developpement. Le resultat prend alors la forme : 

Y[(TrM l ) k ' \ = ^ E c ^' 

i I \9 J j> 

ou les Cj sont des nombres entiers qui appellent done une interpretation combinatoire. 

La celebre representation de Feynmann de ces fonctions de correlation sous forme 
de diagramme nous fournit en effet une interpretation combinatoire de ces nombres Cj. 
Pour cela, on represente chaque objet matriciel par un element graphique. Ainsi on 
represente chaque element de matrice M a b comme un ruban issu d'un point et marque 
par les deux indices a et b : 

M ab := » j . (1-11) 

a 
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De meme on represente TrM fc par un vertex k valent portant des indices de sommation 

N 



'IV M k Yl M QlQ2 M a2a3 M a3a4 . . . M QkQl 

vol 0C9 



«i=i 




(1 - 12) 

Sous cette representation, l'expression de la correlation de deux elements de matrices 



Eq. ( 1-4 ) s'ecrit comme une arete epaisse : 



(M ab M cd ) 



9 

1 a=d 
- A 4 



9 

(1 - 13) 



b=c 



c'est-a-dire que prendre la valeur moyenne de deux elements de matrices correspond a 
recoller les rubans les representant et de compter l'arete ainsi formee avec un poids ^ 
si les indices associes aux bords sont les memes et un poids nul sinon. 

Le theoreme de Wick nous dit alors que le nombre de termes non nuls dans le 
developpement de (Yli( Tr M l ) kt ^ est egal au nombre de diagramme forme de 
aretes epaisses liees par ki vertex dont fcj ont une valence i. A cela, il faut ajouter 
un facteur pour chaque diagramme venant du fait qu'il doit etre etiquete de toutes les 
manieres possibles selon les prescriptions du theoreme de Wick. Deux facteurs entrent 
en compte : 

- Deux etiquetages peuvent etre equivalents dans le sens ou l'un peut etre reobtenu 
a partir de 1' autre par un simple changement du nom des etiquettes muettes^] Ce 
facteur est le nombre d'automorphismes du graphe, note #Aut. 

- L'operateur de trace induit une sommation sur les indices de 1 a N. Les sym- 
boles de Kronecker apparaissant dans theoreme de Wick reduisent certaines de 
ces sommes a un seul elements. II est facile de se convaincre que le nombre de 
sommes restant a effectuer apres ces prescriptions est egal au nombre de boucles 
independanteg^ dans le graphe. Ainsi, on doit lui associer un facteur N a la puis- 
sance le nombre de boucles du graphe note 



1 Par etiquettes muettes, j'entends les indices sur lesquels la sommation de 1 a TV est efectuee 
2 Le nombre de boucles independantes dans un graphe est le nombre de chemin differents que l'on 

parcours en suivant le bord de tous les rubans. 

3 Cette notation prend son sens par l'observation de 't Hooft |100j selon laquelle ce nombre est la 

carcteristique d'Euler de la surface la plus simple sur laquelle on peut dessiner le graphe de maniere 

a le rendre planaire 
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On obtient finalement l'expression pour les fonctions de correlation gaussiennes 
Theoreme 1.2 



n( TrM * 



\\ —2- 



#Aut(G) iV* (G) 



;i-i4) 



ou G{k i } N _ 1 es t 'ensemble des graphes a ^^ kl aretes et ki vertex de valence i. 

Pour notre exemple precedent, ( Tr M 4 ), on doit composer les graphes a 2 aretes et 
un seul vertex tetravalent : 



TrM 4 ) 



({MijMjk) (MuM u ) + (MijMki) (M jk M H ) + {M^Mu) {M kl M jk )) 

i,j,k,l 




J 

k 



+ 




2r 




+ N 



;i-is) 



Remarque 1.1 Cette procedure diagrammatique peut facilement etre etendue a un modele 
gaussien avec plusieurs matrices en coloriant les vertex et aretes suivant la matrice a laquelle 
ils se referent. 



2 Fonction de partition formelle et surfaces discretisees. 

Nous explicitons ici l'expression de la fonction de partition formelle, Zf orm , en 
termes de surfaces discretisees. Q designe ici l'ensemble des cartes defini par la definition 



1.3 du chapitre 2. 



Definition 2.1 Soit une carte G G CG. On note : 

- nk,i{G) := nombre k-gones de spin + et de couleur i dont le centre est h'&r^j; 

- nk,i{G) := nombre k-gones de spin - et de couleur i dont le centre est libre ; 

- n ++ji (G) := nombre de polygones de spins + et de couleur i colles par un bord ; 

- n ,%{G) := nombre de polygones de spins - et de couleur i colles par un bord; 

- n + - t i(G) := nombre de polygones de spins differents et de couleur i colles par un 
bord ; 



Un k-gone peut etre lie a un autre par son centre. Son centre est dit libre si il n'est lie a aucun 
autre centre de cette fagon. 
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nombre total d'arretes communes a 



n a>l {G) = n+_,i(G) + n++ ti (G) + n__ fi (G) 
(ienx polygones de couleuri. 

n k,i;i,j(G) ■'— nombre de paires de polygones composees d'un k-gone de spin + et 

couleur i lie par son centre a un l-gone de spin + et couleur j ; 

nk,i-,i,j{G) := nombre de paires de polygones composees d'un k-gone de spin - et 

couleur i lie par son centre a un l-gone de spin - et couleur j ; 

Gi :— composante de couleur i de la surface obtenue en brisant tous les liens 

entre centres de polygones ; 

h(G) := nombre de sommet de couleuri; 

#Aut(G) := cardinal du groupes des automorphismes de G ; 

x(G) :— caractristique d'Euler-Poincare de G : 



X 



(G) = E 



h(G) - n a ,i(G) + K<(G) + ™k,i{G)) 



(2-1) 



Definition 2.2 A chaque surface G G Q , on associe un poids : 



W(G) 



ou 



ATX(G) 

#Aut(G) 



rpn T {G) n ^ 2 n <w(t k . + Th k ,r^ ntViki + Th h j*> 



i(G) 



did 2 h TH,i(G) h niA G ) f,"2,i(G)^J»2,»(G) 



n 



did 2 Ji(G)j.n ++ ,i(G)jn--i(G) 



i=l e i 



2,i 



n 

(^2,i*2,» — 1) 



2,i 



k>di+l 



l n k,i{G) y-f 

a k,i III 



£™i,i( G ) 
l>d 2 +l l,i 

1 Lj>i 1 Ik 1 LI n k,i;l,j n k,i;l,j 

(2-2) 



n T {G) := E,(E fc |K,(G)+^, i (G))-Et + 3 1 ^(G) 
+ E. E 7>1 E, E* + n w (G))- 



(2-3) 



Associer un tel poids a une carte G correspond a associer un poids a chacun des 
elements composant le graphe comme suit : 
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Element 


Poids 


A;-gone de spin + et couleur i 




f Uk,i + Nh k,i sike [3, dr + 1] 


dont le centre est libre 




1 Nh k , 


sinon 


/c-gone de spin - et couleur % 






■f Nh k isike [3, d 2 + 1] 


dont le centre est libre 




[ Nh k>l 


sinon 


arete commune a deux polygones 




1 t2 i 


de spin + et couleur i 




Nt 2 ,it 2 ,i-l 


arete commune a deux polygones 




1 to o 


de spin - et couleur i 




Nt2,ii 2 ,i-1 


arete commune a deux polygones 




1 1 
1 1 


de spin differents et couleur % 






centre commun a un fc-gone 






de couleur i et de spin + 




hk,i;l,j 


et un /-gone 




de couleur j et de spin + 






centre commun a un /c-gone 






de couleur i et de spin - 




hk,i;l,j 


et un /-gone 




de couleur j et de spin - 






Sommet de couleur i 


Nei 



La bijection entre les graphes et les surfaces permet d'ecrire que : 

Theoreme 2.1 La fonction de partition du modele a deux matrices hermi- 
tiennes formel est egale a : 





^e i (V 1 ^ i )+V 2 (r h )-^r H ) JJ 


-XjXVi-Vi^YtWW- 


i 


3>i 


Geg 



(2-4) 



3 Integrate formelle et equations de boucles. 

Dans cet appendice, nous allons montrer que les fonctions de correlations du modele 
a deux matrices satisfont les equations de boucles obtenues avec les regies Split et 
Merge. 

Definition 3.1 
Lemme 3.1 Pour tout 

Cfc 1 ,...,fc i ;m;n(»S'l5 5*25 • • • , Si ] X\ , . . . , X m ] JJi, . . . , y n ) '.— 

l l l l l l TT"' ^r r l Y\ n Tr 1 

xi,i-M yi l -M xi,2-M yi 2 -M ■ ■ ■ x likl -M y hkl -M A lj=l xj-M LLs=l y s -M (3-1) 

V\ l Tr (—± ^ l - 

lli=2 \Xi,l~M yi l -M Xi, 2 -M yi 2 -M ' " x itk .-M y i k .-M J ' 



4. VARIATIONS DE PAR RAPPORT AUX MODULES. 
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les equations 

= Y / „ <R fdM 1 ...dM d dM 1 ...dM d ( f ,„° f , + „. ,f M ) 
(Ei Tr5V M (M,) +5V r 2)< (M i )) , G fcl ,.. 

.,fc; ;m;n 

X\ , . . . j X m , , . . . , |/ n J 

.^T Tr ]^^( M ._ $ . ln J2 + }M!M(M._ ? ,. l n .)2_( Mi -e i ln i )(iW"i-'7i In,)) 



det (Mi ® l n . - 1„. ® Mf) n 4>j det(M» ® l n . - l ni ® M> 



4 Variations par rapport aux modules. 



(3-2) 



Nous presentons ici un formulaire des derivees premieres et secondes de F^' par 
rapport aux modules de la courbe algebrique. Ces resultats avaient deja ete derives 
dans le cadre des modeles de matrices de nombreuses fois [77J E3 H7] . Pour retrouver 
ces formules, nous prenons k = 0. 



4.1 Derivees premieres de F^°h 





dF<® 
dtk t i 


Res 


z k a . ydx 


dF (0) 


■■=( B - 


d 


\ F (o) = 






= ~J 


D ydx 

Bi 



(4-1) 

Hon ~ Vaj (4-2) 

(4-3) 



4.2 Derivees secondes de F^> 

Q 2 iT(0) 



(^-1) Res Res z ai (p) k B(p,q)z aj (q) 1 (4-4) 

- — = Res z„ dS a ai (4-5) 

2m Res duj = - <t B a k (4-6) 

2z7r(«i(a fc ) - Ui(aj)) (4-7) 



Q 2 p(P) 



dedf 



(-2mr 13 for F (0) ) (4-8) 
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02 p(0) 

— = In (d( ai (oii)d( aj (aj)E(ai, a,) 2 ) (4-9) 



Cti,Ctj 



\ E(a j: a k ) 
d 2 F^ = ^/ E(a k ,a j )E(a i ,a i y 



dt ak)m \E(a i ,a k )E(a j ,ai) 
ou C a = — est une variable locale au voisinage de a. 
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